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ESPACES DE BANACH POSSEDANT TRES PEU D’OPERATEURS
[d’aprés S. Argyros et R. Haydon]

par Sophie GRIVAUX & Maria ROGINSKAYA

La plus grande faiblesse de la pensée contemporaine me parait
résider dans la surestimation extravagante du connu par rapport
a ce qui reste a connaitre (André Breton, 1937).

1. INTRODUCTION

1.1. Présentation du probléme et résultat principal

Si X et Y sont deux espaces de Banach (réels ou complexes), la seule méthode
générale dont on dispose pour construire des opérateurs linéaires bornés de X dans Y
est le théoreme de Hahn-Banach. Celui-ci permet de construire des formes linéaires
continues sur X, et donc des opérateurs de rang 1

Ry r—=(tfr)y, reX,LyeY

de X dans Y. Pour tous z* € X* et y € Y, ||z*® y|| = ||z*||.||y]|. On peut également
construire des opérateurs de rang fini

fo@yi: x|—>2(xf,x>yz, ;e X yeY 1<i<r, r>1
i=1 =1

et, en passant a la limite, des opérateurs de la forme

i@y 0 x>y (af,x)y, i € X5,y €Y, ou Y ||f]] - ||yl| < +o0.

i>1 i>1 i>1
De tels opérateurs ont été appelés par Grothendieck opérateurs nucléaires [15], [16]. Tls
sont évidemment compacts, comme limites en norme d’opérateurs de rang fini. Les seuls
opérateurs de X dans Y que l'on puisse construire en général sont donc des opérateurs
compacts. Il est alors naturel de se demander quels couples d’espaces (X,Y’) ont la
propriété que tout opérateur de X dans Y est nécessairement compact. Le théoreme
classique de Pitt affirme que les couples (¢7,£"), p > r, ont cette propriété. Si on se
restreint au cas ou Y = X, ou X est de dimension infinie, il existe évidemment des
opérateurs non compacts sur X, qui sont les multiples de 'opérateur identité (nous
appellerons par la suite ceux-ci opérateurs scalaires). De maniére générale, les seuls
opérateurs sur X que 'on puisse construire sans aucune information sur la structure
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de X sont donc somme dun opérateur scalaire et d’un opérateur compact. D’ou la
question suivante, mentionnée par exemple par Lindenstrauss dans [19] :

QUESTION 1.1. — FEuxiste-t-il un espace de Banach de dimension infinie sur lequel tout
opérateur est somme d’un opérateur scalaire et d’un opérateur compact ?

Nous avons observé plus haut que les opérateurs compacts obtenus en toute généra-
lité a partir du théoreme de Hahn-Banach étaient en fait nucléaires. Une version plus
naturelle de la Question 1.1 est donc la suivante :

QUESTION 1.2. — FEuxiste-t-il un espace de Banach de dimension infinie sur lequel tout
opérateur est somme d’un opérateur scalaire et d’un opérateur nucléaire ¢

La question de I'existence de couples (X,Y") d’espaces de Banach de dimension infinie
tels que tout opérateur (ou tout opérateur compact) de X dans Y est nucléaire remonte
a Grothendieck [15], [16], et est trés délicate. Pour de tres larges classes de couples
(X,Y), il est possible de prouver l'existence d’opérateurs compacts de X dans Y qui ne
sont pas nucléaires, mais il existe cependant des couples (X,Y") tels que tout opérateur
compact de X dans Y est nucléaire. Cela repose sur la construction de Pisier [23], [24]
d’un espace séparable P de dimension infinie, de cotype 2 ainsi que son dual, tel que les
produits tensoriels injectifs et projectifs PQP et PQP coincident. Tout opérateur de P
dans lui-méme, ou de P dans P*, qui est limite en norme d’opérateurs de rang fini est
nucléaire et tout opérateur borné de P dans P* est intégral. L’espace P n’ayant pas la
propriété d’approximation, il n’est pas possible de déduire directement de ceci que tout
opérateur compact de P dans lui-méme, ou de P dans P*, est nucléaire. Cependant,
John a prouvé dans [17] que tout opérateur compact de P dans P* est nucléaire.

La question de l'existence de couples (X,Y) tels que tout opérateur de X dans Y est
nucléaire est toujours ouverte, ainsi que la Question 1.2. La Question 1.1 a par contre
été résolue récemment par Spiros Argyros et Richard Haydon, dans l'article [3] publié
en 2012. C’est le but de cet exposé que de présenter ce travail remarquable, en prouvant
le théoréme suivant :

THEOREME 1.1. — Il existe un espace de Banach de dimension infinie, séparable et a
dual séparable, sur lequel tout opérateur s’écrit comme somme d’un opérateur scalaire
et d’un opérateur compact.

Nous dirons qu'un espace de Banach séparable de dimension infinie X posséde trés
peu d’opérateurs si tout opérateur sur X s’écrit comme somme d’un opérateur scalaire
et d'un opérateur compact.
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1.2. Quelques propriétés générales des espaces construits par Argyros et
Haydon

Il est clair qu'un espace X possédant tres peu d’opérateurs est nécessairement in-
décomposable au sens suivant : il n’existe pas de sous-espaces Y et Z de X qui soient
fermés, de dimension infinie, et tels que X s’écrive comme somme directe topologique
de Y et Z. En effet, si une telle décomposition X =Y @ 7 existe, la projection de X
sur Y parallelement a Z est un opérateur borné qui ne peut pas s’écrire comme somme
d’'un opérateur scalaire et d’un opérateur compact. Les espaces construits par Argyros
et Haydon ont en fait une propriété plus forte : ils sont héréditairement indécomposables,
c’est-a-dire que tous leurs sous-espaces de dimension infinie sont indécomposables. De
maniere équivalente, les spheres unité de deux sous-espaces de dimension infinie de X
sont toujours a distance nulle. Les premiers espaces de Banach héréditairement in-
décomposables ont été construits par Gowers et Maurey dans [12], et leurs versions
complexes possedent la propriété que tous leurs opérateurs sont somme d’un opérateur
scalaire et d'un opérateur strictement singulier. Rappelons qu'un opérateur borné T’
sur X est strictement singulier si la restriction de T" a un sous-espace Y de dimension
infinie n’est jamais un isomorphisme de Y sur 7'(Y"). Tout opérateur compact est claire-
ment strictement singulier, mais Androulakis et Schlumprecht ont prouvé dans [1] qu’il
existe sur les espaces construits dans [12] des opérateurs strictement singuliers non
compacts. Nous renvoyons le lecteur a [22] pour un panorama détaillé des construc-
tions d’espaces héréditairement indécomposables et de leurs propriétés. Mentionnons
juste la fameuse dichotomie de Gowers [10] [11], qui illustre I'importance de la classe
des espaces héréditairement indécomposables : tout espace de Banach contient soit un
sous-espace possédant une base inconditionnelle, soit un sous-espace héréditairement
indécomposable.

Les espaces construits par Argyros et Haydon dans [3] sont des espaces de Bourgain-
Delbaen, et ce sont en particulier des espaces £ séparables possédant une base de
Schauder dont le dual est isomorphe a £!. Les premiers espaces de ce type ont été
introduits par Bourgain et Delbaen dans I’article [6], et constituent une classe remar-
quable d’espaces £ séparables qui leur a permis de résoudre par la négative un certain
nombre de conjectures portant sur 'existence d’espaces de Banach ayant telle ou telle
propriété. Ils ont par exemple montré 'existence d'un prédual £ séparable de ¢!,
noté Z, ayant la propriété que tout sous-espace de dimension infinie de Z contient un
sous-espace réflexif de dimension infinie. Bien sir, de tels préduaux sont des préduaux
isomorphes de ¢!, car tout prédual isométrique de £ contient une copie (nécessairement
complémentée) de ¢q [32].

Un résultat récent de Freeman, Odell et Schlumprecht [9] illustre bien la surprenante
diversité de ces préduaux de ¢! de type Bourgain-Delbaen : tout espace de Banach X
dont le dual est séparable se plonge isomorphiquement dans un espace de Bourgain-
Delbaen Z qui est un prédual £ de ¢'. En combinant les méthodes de [3] et [9], les
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auteurs de ces deux articles, associés a Raikoftsalis et Zisimopoulou, ont montré que tout
espace séparable uniformément convexe se plonge dans un espace Z possédant tres peu
d’opérateurs [2]. Un tel espace Z est bien siir indécomposable (puisqu’il posseéde tres peu
d’opérateurs), mais si X est décomposable, Z n’est pas héréditairement indécomposable,
alors que les espaces construits dans [3] le sont.

1.3. Quelques conséquences

Les espaces X possédant trés peu d’opérateurs construits dans [3] ont la propriété
que lalgebre Z(X) des opérateurs bornés sur X est séparable : comme X possede
une base de Schauder, tout opérateur compact sur X est limite en norme d’opérateurs
de rang fini. Le dual X* de X étant séparable, il s’ensuit que l’ensemble JZ (X)) des
opérateurs compacts sur X est séparable. Comme £ (X) est un hyperplan de Z(X),
PB(X) est séparable. Les espaces de [3] fournissent également les premiers exemples
connus d’espaces de dimension infinie tels que (X)) est moyennable au sens de [18].

Une autre conséquence intéressante de la construction de [3] concerne le probleme
du sous-espace invariant. Si T" est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach
séparable X, on appelle sous-espace invariant non-trivial de T' n’importe quel sous-
espace fermé V' de X, distinct de {0} et X, tel que (V) C V. Le probléme du sous-
espace invariant pose la question de savoir si tout opérateur borné sur X admet un
sous-espace invariant non trivial. Enflo [8] puis Read [26] ont montré que la réponse a
cette question est en général négative, ceci en construisant des espaces X possédant des
opérateurs sans sous-espace invariant. Read a ensuite construit dans [27] et [29] de tels
opérateurs sur des espaces classiques tels que /! ou ¢y, et a méme montré 'existence
d’opérateurs sur ¢! qui ne possédent pas de partie fermée invariante non-triviale [28].
Il est possible de montrer, en utilisant des opérateurs de type Read, le résultat suivant
[14] : soit Z un espace de Banach non réflexif possédant une base de Schauder. Si X

est 'un des espaces @ Z ou @ Z, définis comme somme directe P ou ¢y d’une infinité
Lp co
dénombrable de copies de Z, il existe un opérateur borné sur X qui ne possede pas de

sous-espace (ni méme de fermé) invariant non-trivial.

Le travail d’Argyros et Haydon implique le résultat remarquable suivant : il existe
un espace de Banach séparable de dimension infinie sur lequel tout opérateur admet
un sous-espace invariant non-trivial. Ceci résulte d’un résultat classique d’Aronszajn
et Smith [5], qui affirme que tout opérateur compact admet un sous-espace invariant
non-trivial. Ce résultat a été généralisé par Lomonosov, qui a prouvé dans [21] que
tout opérateur commutant avec un opérateur compact admet un sous-espace invariant
non-trivial. Les résultats de [5] et [21] sont prouvés dans le cas des espaces de Banach
complexes, mais Sirotkin a donné dans [31] une version du résultat de Lomonosov valable
dans le cadre réel. Argyros et Motakis ont montré dans [4] I'existence d’un espace réflexif
séparable héréditairement indécomposable sur lequel tout opérateur admet un sous-
espace invariant non-trivial. Mentionnons qu’aucun exemple d’espace réflexif possédant
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tres peu d’opérateurs n’a été a ce jour construit. Le probleme du sous-espace invariant
est ouvert dans le cas réflexif, en particulier dans le cas hilbertien, et constitue I'un
des principaux problemes ouverts en théorie des opérateurs. Nous renvoyons le lecteur
aux articles [13] et [14] pour une étude approfondie des opérateurs de type Read, en
particulier dans le cadre hilbertien, et aux ouvrages [25] et [7] pour une présentation
des nombreuses méthodes permettant de prouver I'existence de sous-espaces invariants
pour des classes particulieres d’opérateurs.

1.4. Plan du texte

Le reste de ce texte est consacré a la présentation de la preuve du théoreme 1.1.
Nous rappelons dans la partie 2 quelques faits élémentaires concernant les décompo-
sitions fini-dimensionnelles d'un espace de Banach, et présentons dans la partie 3 une
méthode pour prouver qu'un opérateur est somme d’un opérateur scalaire et d’un opé-
rateur compact. Les espaces de Bourgain-Delbaen sont introduits dans la partie 4. La
plus grande partie des arguments utilisés dans la preuve du théoreme 1.1 nécessitent
seulement que l'espace de Bourgain-Delbaen ait une certaine propriété (a la fois de
structure et de richesse) appelée propriété d’analyse. Nous présentons cette propriété
dans la partie 5, et introduisons dans la partie 6 certaines suites particulieres de vecteurs
dont les moyennes dans les espaces de Bourgain-Delbaen ayant la propriété d’analyse
peuvent étre estimées en norme de maniere fine. Ces estimées cruciales sont énoncées
et prouvées dans la partie 7. La partie 8 présente une stratégie de preuve qui, apres
la construction explicite d'un espace de Bourgain-Delbaen adapté dans la partie 9, est
finalement menée a bien dans la partie 10.

La présentation du résultat d’Argyros et Haydon que nous donnons ici est comple-
tement élémentaire, en ce sens qu’elle ne fait intervenir aucun résultat touchant, par
exemple, a la théorie des espaces héréditairement indécomposables. Mais il est important
de souligner que certaines des idées essentielles de la preuve proviennent des construc-
tions d’espaces héréditairement indécomposables. Par exemple la preuve donnée dans [3]
des estimées fondamentales de la partie 7 utilise les espaces de Tsirelson introduits par
Schlumprecht dans [30], et ceux-ci sont au coeur de toutes les constructions d’espaces
héréditairement indécomposables.

Nous adressons nos plus vifs remerciements pour leurs commentaires éclairés aux
collegues qui ont relu ce texte : Catalin Badea, Gilles Godefroy, Pascal Lefevre, Daniel
Li, Etienne Matheron et Hervé Queffélec.
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2. BASES DE SCHAUDER ET DECOMPOSITIONS
FINI-DIMENSIONNELLES D’UN ESPACE DE BANACH

De maniere a rendre cette présentation auto-contenue, nous rappelons ici brieve-
ment quelques notions concernant les bases de Schauder et les décompositions fini-
dimensionnelles d'un espace de Banach. Nous renvoyons le lecteur au premier chapitre
de [20] pour une présentation plus détaillée.

2.1. Bases de Schauder

Soit X un espace de Banach réel séparable de dimension infinie. Rappelons tout
d’abord qu’une suite (e,),>1 de vecteurs de X est une base de Schauder de X (ou
simplement une base de X) si tout vecteur x de X peut étre écrit de maniére unique
sous la forme d’une série convergente

T = Z ager oules ai, k> 1, sont des scalaires.
k>1
La suite (e,)n>1 est une base de X si et seulement si les trois propriétés suivantes sont
vérifiées :

(i) e, # 0 pour tout n > 1;

(ii) il existe une constante M > 0 telle que pour tous entiers 1 < m < n et tout
n-uplet (ai,...,a,) de scalaires,

m n
D aker D aker
k=1 k=1

(iii) I'espace vectoriel engendré par les vecteurs e,,, n > 1, est dense dans X.

<M

Y

Si (en)n>1 est une base de Schauder de X, on notera (e{)),>; la famille des fonc-

tionnelles biorthogonales & (e,)n>1, ol pour tout n > 1 et tout x € X, el () est la
ni®me coordonnée de x relativement a la base (e,)n>1. La suite (e()),>; est une suite
d’éléments de X* qui vérifie les propriétés (i) et (ii). L’espace vectoriel engendré par
les e{*) est w*-dense dans X*, mais peut ne pas étre dense en norme. S’il est dense en
norme, on dira que la base (e,),>1 est contractante. Dans ce cas, (el)),>1 est une base

de Schauder de X*.

2.2. Décompositions fini-dimensionnelles

Nous aurons surtout besoin ici d'une généralisation naturelle de la notion de base
de Schauder qui est celle de décomposition fini-dimensionnelle, ou FDD (de 'anglais
« Finite Dimensional Decomposition ») : si (E,),>1 est une suite de sous-espaces de
dimension finie de X, on dit que (E,),>1 est une FDD de X si tout vecteur x de X
peut étre écrit de maniere unique sous la forme

T = Zxk, ou xp € Ej pour tout k > 1.
k>1
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Il n’est pas difficile de montrer que (E,),>1 est une FDD de X si et seulement si elle
vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) dim E, > 0 pour tout n > 1;

(ii) il existe une constante M > 0 telle que pour tous entiers 1 < m < n et tous

vecteurs xq,...,x, ou xy € Ej pour tout 1 < k <n,
m n
S apl| S MDD al;
k=1 k=1

(iii) I'espace vectoriel engendré par les E,, n > 1, est dense dans X.

La plus petite constante pour laquelle la condition (ii) est vérifiée est appelée la
constante de la FDD (E,),>1. Pour tout intervalle J de (0, +00), la projection P; de X
sur vect [Ey ; k € J] définie par

PJ(Z fk) =Y

k>1 keJ
est bornée. On a || P,|| < 2M pour tout intervalle J de N.

Soit I un intervalle de N tel que min(/) = 1. On dira qu’une suite (finie ou infinie)
(z;)jer de vecteurs de X est une suite de blocs relativement a la FDD (E),),>1 s'il
existe une suite strictement croissante (p;)o<j<max(n+1 d’entiers, et pour tout j € I
un (p; — pj—1)-uplet non nul (y,,_,,...,yp,—1) de vecteurs avec y, € Ej pour tout
pj—1 < k < pj, tels que

xT; = Z vk, J €I
pi—1<k<p;
Si yp; = 0 pour tout j € I, i.e. si chaque vecteur x; est de la forme x; =33, —xep. Uk,
on dira que (z;);jer est une suite de blocs stricte. Si (x;);e; est une suite de blocs telle
que sup;¢; ||7;]| < 400, on parlera de suite de blocs bornée et si |[z;]|| = 1 pour tout
j € I, de suite de blocs normalisée.

Si (Ey)n>1 est une FDD de X, on définit pour tout n > 1 le sous-espace de dimension
finie £*) de X* comme étant 'orthogonal dans X* de vect [Ej; k # n]. Cet espace
E ) coincide avec I'image de I'adjoint de la projection Ppyy, et E®™ et E, ont méme

dimension. La suite (E*),>; forme une FDD du sous-espace de X* qu’elle engendre.

Si la suite (E*)),>; forme une FDD de X*, on dit qu’elle est contractante. C'est le
cas si et seulement si ||¢|vect [Ek;an]H — 0 quand n tend vers +o0o pour tout ¢ € X*,
ou encore si et seulement si toute suite de blocs bornée infinie (z;),>1 relativement a

(Ep)n>1 tend faiblement vers 0 quand j tend vers +oc.

Si X admet une base de Schauder (e,)n>1, et si (gn)n>1 est une suite strictement
croissante d’entiers avec ¢y = 0, la suite (E,),>1 définie par E,, = vect [ex; ¢, < k <
qn+1] est évidemment une FDD de X, qui est contractante si et seulement si (e,,),>1 est

une base contractante de X. Pour tout n > 1, on a E{*) = vect [e,(:) D < k< @il

Nous aurons enfin besoin du résultat élémentaire suivant :
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FAIT 2.1. — Supposons que X admette une FDD (E,),>1, et soit Y le sous-espace de
X* engendré par les sous-espaces E*), n > 1. Si (E*)),>1 est une FDD contractante
de'Y, alors Y* est isomorphe a X.

2.3. Une application a la construction de certains préduaux de (*(T")

Nous utiliserons ces résultats dans le cadre suivant : soit, pour tout n > 1, A, un
ensemble fini non vide, avec #A; = 1. Soit I' 'union disjointe des A,,, n > 1. On note
Ig=0etD, = Ui<p<n Ap pour tout n > 1. On emploiera pour désigner les éléments
de ¢1(T") et de £>°(T") une notation a priori peu canonique mais dont la raison d’étre
apparaitra par la suite :

— les éléments de £(T) seront notés z* = (z*(7))er;
— les éléments de £°°(I") seront notés x = (x(7y))~er-

*

On notera ainsi (ef),er la base canonique de £'(T'), et (ey),er la base canonique de
0°°(T") (qui n’est évidemment pas une base de Schauder de ¢°°(I")).

Soit alors (d3 ) er une famille triangulaire de vecteurs de / HT), i.e. une famille ayant
la structure suivante :

—siy € Ay (rappelons que #A, = 1), df = e ;

—siy € A, pour un entier n > 2, d = el — c7, ou ¢, appartient a I'espace vectoriel

engendré par les vecteurs ef, ou § € I',_1.

Pour tout n > 1, on a vect [d} ; v € '] = vect [} ; v € T';]. Notons pour tout n > 1
E, = vect[d}, ;v € Ay]. Si (Ep)p>1 est une FDD de £1(T'), il découle du fait que
(d%)4en, est une base (algébrique) de E), pour tout n > 1 qu'il existe une famille (d,),er
de fonctionnelles biorthogonales a la famille (d:)wep. Chaque vecteur d., appartient a
¢>°(T"). On définit X(I', (d,)yer) comme étant le sous-espace fermé de ¢*°(I") engendré
par les vecteurs d,, y € I' :

X (I, (dy)yer) = vect[d,; v €T
C’est un sous-espace séparable de £°°(I"). Si on note, pour tout n > 1,
M, =vect[d,; v € A,

(My,)n>1 est une FDD de X (T, (d,),er). Si elle est contractante, le Fait 2.1 implique que
le dual de X (I, (d,)~er) est isomorphe & £1(T"). Les éléments de £*(T") sont naturellement
vus comme des éléments du dual de X (T, (d,),er), ce qui explique que nous réservions
la notation étoilée aux éléments de £1(T"). Pour utiliser une notation en accord avec celle
de la section 2.2, il faudrait écrire B} = vect [d?; v € A,] et B = vect [d,; v € A,
Cette notation étant lourde et prétant a confusion, nous ne I'utiliserons pas.

Pour tout intervalle borné d’entiers J, on notera Pj l'application linéaire de
vect [el ; v € I'] dans lui-méme définie par

Pzt =Y > (dy, x")d}, x" € vect[el; v €T

kEJ vEA,
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Si (E,)n>1 est une FDD de ¢£1(T), les opérateurs P} se prolongent en des projections
bornées sur £1(T'), et P} est également défini pour tout intervalle non borné d’entiers.
Les opérateurs P; sont les projections associées a la FDD (FE,,),>1, et leurs adjoints P,
sont les projections associées a la FDD (M,,),>1 de X (I, (dy)~er). On a alors
Prx = Z Z (x, df;}d,y, xz € X(T, (dy)yer).
ked ve Ay

On a sup; || Pj|| = supy || Ps|| < 2M, ou M est la constante des deux FDD (E,,),>; et
(Mn)nzl-

3. UNE METHODE POUR PROUVER QU’UN OPERATEUR EST
SOMME D’UN OPERATEUR SCALAIRE ET D’UN OPERATEUR
COMPACT

Soit X un espace de Banach réel possédant une FDD (M,,),>1, et T € H(X) un
opérateur linéaire borné sur X. On notera M la constante de la FDD (M,,),>1. Si x est
un vecteur de X et V' un sous-espace fermé de X, on notera de maniere usuelle d(z, V)
la distance de x a V, et By la boule unité fermée de V.

3.1. Comment montrer que T est compact ?

Le critere qu’on utilisera pour montrer que 1" est compact est le suivant :

LEMME 3.1. — Supposons que T vérifie la propriété suivante : pour toute suite de blocs
bornée (z;);>1 relativement a la FDD (M, )n>1, ||Tz;|| —= 0 quand j — +oo. Alors
T est compact.

Démonstration. — On va montrer que ’hypothese du lemme 3.1 implique que pour tout
e > 0 il existe un sous-espace de dimension finie V. de X tel que sup,<; d(T'z, V) <e.
Ceci impliquera que T est compact. Supposons au contraire qu’il existe ¢ > 0 tel que
pour tout sous-espace de dimension finie V' de X, supj, < d(Tz,V) > e. Notons, pour
n>1,V, =T (vect [My; 1 <k < nl). Il existe 1 € Bx tel que d(Tx1,V}) > €. Soit
Ni un entier suffisamment grand pour que y; = P, @1 vérifie d(Ty;,V1) > €. On a
llya]| < M et ||Ty,|| > €. Soit ensuite xo € By tel que d(Txq,Vy,) > €. On note z5 =
PNy, +00)®2 €t on observe que ||Tz|| = [|Txy — T PNy 2|| > d(Txs, V,) > € puisque
T Po,n,jr2 € Vy,. Soit alors N, > N; suffisamment grand pour que y» = Py, ny) T2
vérifie encore d(T'ys, Viy,) > €. En particulier ||Tys|| > € et ||yz|| < 2M. On construit
ainsi par récurrence une suite de blocs bornée (y,)n>1 telle que ||Ty,|| > € pour tout
n > 1, ce qui est contraire a I’hypothese. O]
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3.2. Comment montrer que T est somme d’un opérateur scalaire et d’un
opérateur compact ?

Il existe pour cela un critere assez naturel en termes de suites de blocs, qui s’énonce
ainsi :
LEMME 3.2. — Supposons que T vérifie la propriété suivante : pour toute suite de

blocs bornée (x;)j>1 relativement a la FDD (My)n>1, lim d(Tx;,Rx;) = 0. Il existe
alors A € R tel que T'— X\ est compact.

Démonstration. — Soit (x;);>1 une suite de blocs normalisée relativement a (M,,),>1.
Sans perdre en généralité, on peut supposer qu’il existe une suite (\;);>; de scalaires
telle que ||Tx; — \jzj|| — 0 quand j — 4o00. Cette suite (\;);>1 est bornée. Nous
allons montrer qu’elle converge. Supposons que ce ne soit pas le cas, et soient A et N
deux valeurs d’adhérence distinctes de (A;);>1. Quitte a extraire une sous-suite et a la
re-numéroter, on peut supposer que Ag; —= A et que Agjr1 —> N, Soit alors (y;);>1
la suite définie par y; = w21 +x9; pour tout 7 > 1 : c’est une suite de blocs bornée, et il
existe donc une suite de scalaires (y;);>1 telle que ||Ty; — p,y;|| —= 0. Ceci implique
que |[(Agj—1 — p5)T25-1 + (Aoj — p5)z25|| —= 0, et donc (en projetant de maniére idoine
relativement a la FDD) que |[(Ag; — 1) x2;]] et ||(A2j—1 — ptj)22j-1]| tendent vers zéro.
La suite (x;);>1 étant normalisée, p; — A et p; — X, dou A = \.

Nous avons donc montré que pour toute suite de blocs normalisée (x;);>; il existe
A € R tel que lim ||[Tz; — Az;|| = 0. Pour pouvoir appliquer le lemme 3.1, il reste a
montrer que le scalaire A ne dépend pas de la suite de blocs (z;);>1. Ceci résulte d’'un
argument tres standard : si (z;);>1 et (y;);j>1 sont deux suites de blocs bornées, et A
et psont tels que |[Tz; — Axj|| —= 0 et ||Ty; — px;|| —= 0, il suffit de considérer une
suite de blocs (z;);>1 composée alternativement d’éléments des suites (z;);>1 et (y;);>1
pour en déduire que A = p. Il existe donc A € R tel que lim ||Tz; — Az;|| = 0 pour
toute suite de blocs normalisée (x;);>1. Il est alors clair que ||Txz; — Az;|| — 0 pour
toute suite de blocs bornée (x;),>1, et le lemme 3.1 permet de conclure la preuve. [

Observons qu’il suffit de prouver 'hypothese du lemme 3.2 pour les suites de blocs
bornées strictes.

3.3. Classes suffisantes de suites de blocs

Il sera par la suite nécessaire d’avoir une version plus algorithmique du lemme 3.2,
et de réduire la classe des suites de blocs (z;);>1 pour laquelle il faut vérifier que
limd(Tz;,Rz;) = 0. On dira qu’une classe ¢ de suites de blocs bornées strictes (;);>1
relativement a la FDD (M,,),>1 est suffisante si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) € est stable par passage aux sous-suites : si (z;);>1 appartient a € et si (Ji)g>1

est une suite strictement croissante d’entiers, (z;, )y>1 appartient a € ;
(ii) € est stable par regroupement : si (z;);>1 appartient a ¢, la suite (z2;_1 + x2;);>1
appartient a ¢ ;
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(iii) € est stable par entrelacement : si (y;);>1 et (z;);>1 appartiennent a %, et si
(xj);>1 est une suite de blocs composée alternativement d’éléments de (y;);>1 et
de (2j);>1, alors (z;);>1 appartient a € ;

(iv) si T est un opérateur borné sur X (I', (d,)~er) tel que ||z;|| — 0 pour toute suite
de blocs (x;);>1 appartenant a &, alors ||T'z;|| — 0 pour toute suite de blocs
bornée stricte (z;);>1.

On a alors

PROPOSITION 3.3. — Soit € une classe suffisante de suites de blocs relativement a la
FDD (M,,)n>1. Supposons que T est un opérateur borné sur X (I, (d,)~er) tel que pour
toute suite de blocs (x;);>1 appartenant a €, lim d(T'xj,Rx;) = 0. Il existe alors A € R
tel que T'— X est compact.

Démonstration. — Comme % est stable par passage aux sous-suites, regroupement
et entrelacement, le méme argument que celui employé dans la preuve du lemme 3.2
montre qu’il existe A € R tel que [|T'z; — Az;|| — 0 pour toute suite de blocs (7;);>1
appartenant a €. L’hypothese (iv) montre alors que ||Tx; — Az;|| — 0 pour toute
suite de blocs bornée stricte, et T"— A est donc compact. [

4. ESPACES DE BOURGAIN-DELBAEN

Le cadre général est celui qui a été présenté dans la section 2.3. Les espaces de
Bourgain-Delbaen sont de la forme X(T', (d,)yer), ott (d}),er est une certaine famille
triangulaire de vecteurs de £*(T) telle que (E,),>1 forme une FDD de ¢!(T'). Notre pre-
mier objectif est de présenter des conditions portant sur la famille (Ciky),yer qui impliquent

que (E,), ., est effectivement une FDD de ¢(T).

n>1
4.1. Familles de BD-vecteurs

Si~v e A, on appelle 'entier n le rang de l’élément v € T'. On dira qu'une famille
(¢2)yer de vecteurs de vect [E};; n > 1] construite par récurrence sur le rang de v est
une famille de BD-vecteurs s’il existe une constante 6 € (0, 1/2) telle que les conditions
suivantes soient vérifiées :

— si v est 'unique élément de rang 1, ¢ = 0;

— si v est de rang n avec n > 2, e a I'une des formes suivantes :

—ct=pb",ou0< B <0etdb €l (T, 1), ]|b*|]l1 <1;on dira dans ce cas que

Y
¢ est de type 1 ;
¢ =g+ AP, b, o0 < B <0,1 < p<n—1 rang(§) = p et

b* € £1(Tno1 \ Tp) avec ||b*|]; < 1; on dira dans ce cas que ¢ est de type 2.
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*

*)yer étant construite par récurrence sur le rang de v, le vecteur Bg, 0"
apparaissant dans l'expression de ¢, lorsque 7 est de rang n est bien défini. On dira que
v € T est un élément de type 1 (resp. un élément de type 2) si cZ est un élément de

La famille (c

type 1 (resp. un élément de type 2). La quantité 8 qui intervient dans la définition de
¢ est appelée le poids de 7.

PROPOSITION 4.1. — Si (c)qer est une famille de BD-vecteurs, la famille (E,)n>1
définie par E, = vect[d};y € Ay}, n > 1, forme une FDD de ¢1(T), de constante
inférieure ou égale a 1/(1—26). La famille (M,),>1 définie par M, = vect[d,; v € A,]
forme donc une FDD de X (I, (d,)er) de constante inférieure ou égale a 1/(1 — 26).

Démonstration. — Comme on travaille dans ¢'(T), il suffit de montrer par récurrence
sur n > 1 que pour tout v de rang n et pour tout m > 1, [|[Pg €5l < M =1/(1-20).
Supposons donc que n > 1 est tel que

Montrons maintenant que pour tout v € A, 1 et tout m > 1, ||P(*(‘)7m]e§|| < M.

Sim>n+1, P(*o, m)€y = €5, et I'inégalité est évidente. Supposons donc que m < n et
traitons le cas (qui est le plus compliqué) ot v est de type 2. On a =€+ ﬁP(; n)b*
avec rang(§) = p et 1 < p < mn. Alors €] = d; + e + B, ,b" si bien que F , e =
PO, m @y + P, €t + BEG )y, m"- Comme rang () = n+1 > m, le premier terme est
nul. On peut, si on le souhaite, appliquer 'hypothese de récurrence au deuxiéme terme
puisque rang (§) < n + 1, et donc || P, €¢|| < M. Quant au troisieme terme, il vaut
BP(; m]b* si p < m, et 0 sinon. Traitons séparément les deux cas.

~Sip<m, Py et = ef, donc [Py el < 1+0||P,  b%]]. Or b* € £1(T, \T)) est

de la forme
b= > D agey ot > > oy <1

p<k<n neAg p<k<n neAg
Comme HP(”EL m] 6;’;” < M pour tout n € I',, par 'hypothese de récurrence, il s’ensuit que
HP(’B,m]eiH <14+60.2M =M.

= Sip=>m, |G mesll = ||Po,meell < M par hypothese de récurrence.
La proposition 4.1 est donc prouvée. [

Au vu de la proposition 4.1, il est naturel de se demander si les espaces X (I, (d,)+er),
qui ont une FDD, admettent ou non une base de Schauder. La réponse est affirmative :
si (7;)j>1 est une énumération de I' ayant la propriété que pour tous 1 < i < j, le rang
de «; est inférieur ou égal au rang de «;, une preuve analogue a celle de la proposition
4.1 montre que (d}, );>1 est une base de Schauder de ¢1("), si bien que (d,);>1 est une
base de Schauder de X(I', (d;)er).
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4.2. Réflexions sur la définition des familles de BD-vecteurs

Nous allons désormais travailler dans les espaces X (I, (d,)qer), et il est clair que le
probleme principal que nous allons rencontrer est le suivant : pour calculer la norme d'un
vecteur x de X (I, (dy)er), nous avons besoin de connaitre la valeur de ses coordonnées
z(7), v € I, c’est-a-dire des quantités (z,eZ), v € I'. Mais ce sont les coordonnées de
x relativement a (d,),er qui sont connues, c’est-a-dire les quantités (v, d}), v € . Il
s’agit donc d’obtenir des informations sur la décomposition de z relativement a (e, ) er
a partir de sa décomposition relativement a (d.),er.

Siz e X(T, (dy)yer) est tel que x € vect [My; k > 1], on appellera image de x, et on
notera im(x), le plus petit intervalle ouvert (p, q) tel que x € vect [My; p < k < g]. Une
premiére observation triviale est la suivante :

Farr 4.2, — Siim(z) C (p,q), alors x(y) = 0 pour tout v € T',.

Démonstration. — En effet, v = 32, cr,_\r, (7,d;)d,, et donc (z,d;) = 0 pour tout
v € I'y. Comme vect [eX ; v € I'y] = vect [} ; v € T, le résultat en découle. O

Pour pouvoir estimer les quantités z(vy) = (z, 6:,>, v € I', pour certains vecteurs x
5
:)761". Si par exemple v est de rang n et de type 2,
e, = d;, +e; + BP, ,\b", avec rang () = p < n—1.8Si ¢ est lui-méme de type 2, on

peut appliquer cette méme décomposition a &, et écrire ef = dg + e + 8'F;, b, avec

de X(I', (d,)~er), il est nécessaire de disposer d’expressions explicites des vecteurs e
relativement a la famille (d

rang (') = p' < p—1. Si £ est encore de type 2, on peut continuer & décomposer. Si £’
est de type 1, e = dg +B"0"" = dg + " P 0" On obtient donc I'expression suivante
de e} : e = dj +dg +di + BF, )b + 8P, )0 + B"Pg 0" Ce raisonnement se
généralise de maniere immeédiate pour donner une expression de e, liée a la famille
(d%)ver, que nous appellerons 'analyse de e (ou de 7) :

FAIT 4.3. — Soit v un élément de rang n. Il existe un entier a > 1, une famille finie
d’entiers 0 = pg < p1 < ... < pg = n avec p; < pir1 — 1 pour tout 0 < i < a, des
éléments &; de rangs respectifs p;, 1 < i < a, tels que &, = vy, des poids 3;, 1 < i < a,
inférieurs ou égauz a 0 et des vecteurs b} € Bp(pprl\ppifl), 1 <1 <a, tels que

6: - Zlez + ;Bipi;i—hpi)b:'

L’entier a est appelé [’dge de . Il est assez clair que les choses seront simplifiées si I’on
suppose que le poids 3 est constant le long de ’analyse de v, i.e. que 51 = --- = 3, = .
L’analyse de v se réécrit alors

=+ Y Bl

et on la note (&, pi, b})1<i<a-
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Terminons ce paragraphe par 1’observation suivante : si 7 est un élément de poids 3
et d’analyse (&;,p;, bf)1<i<q €t si 'image de x est contenue dans 1'un des intervalles
(pi—1,pi), alors z(y) = (z,€}) = B(z,b}) : en effet, puisque §; est de rang p;, (z,dg;) =0
pour tous 1 < j < a. De plus (z, F, | ,\b7) = (Fp,_1,p,)%,0}). Or Py, ppz = 0si
J # i tandis que P, , p)* = x, et donc z(y) = f(z,b;). C'est ce type d’argument qui
nous permettra d’obtenir des estimations sur les normes d’éléments de X (I, (d,)~er),
mais les raisonnements seront en général bien plus compliqués car I'image d’un vecteur x
de X(T', (d,)~er) rencontre en général plusieurs des intervalles (p;_1, p;) qui apparaissent
dans 'analyse d'un élément v de T'.

4.3. Opérateurs d’extension
iéme

On définit, pourn > 1,len
par

opérateur d’extension i, : £>°(I',) — X(I', (dy)er)

Vu e °(T,), in(u) = Z (u,di)dv.
v€ln
Cette définition a bien un sens puisque di € /¢ Y(T,) pour tout n > 1. Pour tous
u€el>=(,) et z* € 1(T), on a
<in(u)7x*> = Z <u,d§><dw,x*) = <u7 Z <d'yvx*>d:> = <U7P(T),n}x*>

yETH, vyeTR
si bien que i,, est en fait I’adjoint de 'opérateur P{B’ n]> bourvu qu’on le considére comme
un opérateur de ¢1(T') dans ¢'(T',). On a donc ||i,|| < M pour tout n > 1. Pour
tout v € Iy, on a (in(u),el) = (u,el), et donc i,(u)lr, = ulr,. L'opérateur i, est
donc effectivement un opérateur d’extension de ¢*(T',) dans X(I', (dy) er), et on a
ulloo < ||in(w)||eo < M||u||s pour tout u € £°(T',,). Remarquons que I'image de i,, est
égale a vect [My,; 1 < k < n]. Un argument semblable & celui employé dans la preuve
du Fait 4.2 montre que pour tout entier 1 < p < n,

1,0, \Tp)) = vect [My; p < k <n.

Ces opérateurs d’extension permettent de construire des vecteurs de X (I, (d, ) er) écrits
relativement a la famille (d,),er, & partir d’éléments de ¢°°(T,,), écrits « canonique-
ment » relativement a la famille (e, ) er,. La norme de ces vecteurs de X (I, (d)er)
est controlée : si u € £°(I,), i,(u) € X (L, (dy) er) et ||in(w)|| < M]|u||. Par exemple
ona:

FarT 4.4. — Soient (p;)j>0 une suite strictement croissante d’entiers, et (u;);>1 une
suite bornée de vecteurs de £>°(I') telle que pour tout j > 1, uj € £°(I',, \I',_,). Alors
la suite (x;);>1 définie par x; = i, (u;) est une suite de blocs bornée de X (I, (d,)yer)
relativement a la FDD (M,,)n>1.

Les opérateurs d’extension permettent également d’estimer la norme de certains élé-
ments du dual de X (I, (dy)yer), et méme de tous les éléments dans le cas ot la FDD
(M,,)n>1 est contractante car dans ce cas X (T, (d,) er)* est isomorphe & ¢1(T).
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FAIT 4.5. — Siz* € (X(T) est vu comme élément de X (T, (d,)~er)*, on a
1
271 M < Ml < 2L

Démonstration. — On a ||z*|| = sup{(z,z*); v € X(I', (dy)er), ||z|loc < 1} et donc
|z*|] < ||#*||:. Réciproquement, si z* € ¢1(T') est un vecteur & support fini, et n > 1
est tel que z* € (1(T,), il existe u € £>(T,,) avec ||ul|so = 1 tel que (u,x*) = ||x*||;.
Soit alors x € X(I', (d)yer) défini par x =i,(u). On a

(2,27) = (in(u), 2%) = (u, P m2*) = (u,27) = [[2"[]1, et [[z[| < M.
Donc ||2*]] = 57|2*[]1- =

Terminons ce paragraphe par une application qui sera fondamentale pour la suite de
la preuve.

LEMME 4.6. — Soient m et n deux entiers tels que 0 < m < n — 1, et x et y
deuz vecteurs de X(I', (dy)er) dont l’image est contenue dans (m,n). Supposons que
d(y,Rx) > 6 > 0. Il existe alors b* € Byir,_\r,,) tel que (x,b*) =0 et (y,b*) > /M.

Démonstration. — Soient u,v € £°°(I',,_1 \ I'y,) tels que x = i,_1(u) et y = i,-1(v).
Pour tout a € R, ||v — aul|. ||[in-1]| > ||y — ax|| > 9, si bien que d(v,Ru) > 6/M. Par le
) tel
que (u,b*) =0 et (v,b*) > /M. Comme u et v sont les restrictions respectives de z et y
a £°°(T,_1), et comme b* € £1(T',_1), on en déduit que (z,b*) =0 et (y,b*) > /M. O

théoreme de Hahn-Banach appliqué dans £°°(I',,_; \ I'y,), il existe b* € By, \r

m

5. ESPACES DE BOURGAIN-DELBAEN AYANT LA PROPRIETE
D’ANALYSE

Nous allons maintenant préciser un peu plus les propriétés que doit satisfaire un es-
pace de Bourgain-Delbaen X (T, (d.)~er) pour que X (I, (d)~er) possede tres peu d’opé-
rateurs. Plutot que de donner directement la définition des ensembles I considérés par
Argyros et Haydon, nous allons pour le moment introduire une propriété générale appe-
lée propriété d’analyse, donner un exemple trés naturel d’espace de Bourgain-Delbaen
possédant cette propriété, et montrer que toute une partie de la preuve du théoreme 1.1
peut étre effectuée dans un espace ayant la propriété d’analyse.

5.1. Notations et codage

La définition d’un BD-vecteur fait intervenir des vecteurs b* de Byi(p,\r,). Afin de
coder de maniere finie les vecteurs qui interviendront, il est commode d’introduire les
ensembles suivants, définis pour tout n > 1 et tout 0 < p < n :

B,, = { Z anep’; Z la,| <1 et, pour tout n € I',, \ [,

nelx\Ip neln\I'p

a, est un rationnel dont le dénominateur divise Nn!}~
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Ici, (Ny)n>1 est une certaine suite d’entiers tres rapidement croissante, et il est possible
de faire en sorte que B, ,, soit, pour tous 0 < p < n, un 27 "-réseau de la boule unité de
(YT, \ Tp).

Soient également (m;);>1 et (n;);>1 deux suites tres rapidement croissantes d’entiers,
ou pour tout j > 1, m;41 est beaucoup plus grand que n;, qui lui-méme est beaucoup
plus grand que m;. La suite (m;);>1 servira a coder les poids des éléments v de I', qui
seront de la forme 1/m; ou j est inférieur ou égal au rang de ~. Le role de la suite (n;);>1
est moins clair a ce stade de la construction et sa seule utilité pour le moment sera de
borner I'dge des éléments de poids 1/m;. Si on choisit m; > 4 (ce que 'on fera toujours),
la proposition 4.1 montre que la constante de la FDD (M,,),>1 est inférieure ou égale

a 2. On a pour tous 0 < m < n, |[in|| = [|Po,nll <2, [|Pon,ml| < 3, [|[Pim,ngl| <4, et
pour tout v E F? ||df/|| = ||P[tang('y),+oo)€iky|| < 3.

5.2. Propriété d’analyse

Nous dirons que 'ensemble I' (ou I'espace associé X (I', (d,),er)) a la propriété d’ana-
lyse 8’il vérifie les propriétés suivantes :

(1) Siy €T est un élément de rang n, son poids est de la forme 1/m; pour un certain
entier 1 < j < n. Il existe un entier 1 < a < n;, appelé dge de v, des entiers
0=po<p <---<py=mnavec p; < pir1 — 1 pour tout 0 <7 < a, des éléments
& de I' de poids 1/m;, de rangs respectifs p;, 1 < i < a, tels que &, = 7, et des
vecteurs b; € By, | -1, 1 <1 < a, tels que

* . * IS * *
€y = Zd& + H ZP(pzehpi—l)bi'
=1

Ji=1
La donnée de (&;, p;, bf)1<i<a est appelée l'analyse de v .
(2) Pour tous entiers j > 1,1 < a <mnj, 0 =py < p; < --- < p, avec p; > j et
pi < pi+1 — 1 pour tout 0 < i < a, et pour tous éléments b € By, | 1,1 <1i < aq,
il existe des éléments &; de poids 1/m;, de rangs respectifs p;, 1 < i < a, tels que
I'analyse de v = &, est égale a (&, pi, b)) 1<i<a-
La propriété (1) est une propriété de structure, tandis que la propriété (2) est une
propriété de richesse de I'. La restriction p; > j dans (2) provient de 'observation
suivante : si v € I' a pour analyse (&, pi, bf)1<i<a, chacun des éléments ; est de poids
1/m;, et donc j < rang(&;) = p;. Donc j < p; nécessairement.

Si lanalyse de v est (&,p;,b})i<i<a, pour tout 1 < ¢ < a lanalyse de & est
(&, pi, b )1<i<t- On a également

* * - * 1 - * *
€y =€ T Z de, + " Z Po 1 pi-1)bi -
i=t+1 Ji=t+1

Donnons maintenant I’exemple le plus naturel qui soit d’espace de Bourgain-Delbaen
ayant la propriété d’analyse. Nous allons pour cela utiliser une notation commode, grace
a laquelle un élément v de I' codera automatiquement le vecteur ¢ qui lui est associé.
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La famille (d7 ) er, et donc I'espace X (I, (d,),er), seront ainsi automatiquement définis
a partir de la donnée de I’ensemble I'. Posons A; = {1}, et définissions par récurrence
sur n > 2 les ensembles A, = Al U A2, ou

n 1
Al — U{(n ,b*) b e Bo,nl}
j=1 m;

n—2 p

1 1

A2 = U U{(n,f, ,b*> ;e Ay, poids(§) = —, age(§) <ny, b" € Bp,n—1}'
p=1 j=1 m; m;

Pour tout n > 2, Al (resp. A2) est I'ensemble des éléments de I' qui sont de rang n

et de type 1 (resp. de type 2). Il est clair que I'ensemble I' = |J,,»; A, ainsi défini a la

propriété d’analyse.

6. UNE CLASSE SUFFISANTE DE SUITES DE BLOCS DANS LES
ESPACES AYANT LA PROPRIETE D’ANALYSE

Soit X(I', (d,)~er) un espace de Bourgain-Delbaen ayant la propriété d’analyse. Notre
but dans cette section est de montrer que la classe € des super suites de blocs est une
classe suffisante au sens de la définition donnée au paragraphe 3.3.

6.1. Super suites de blocs

Soit (z;),er une suite de blocs de X(I', (d),er) relativement a la FDD (M,,),>1. On
dit que (z;)jer est une super suite de blocs de constante C' si les propriétés suivantes
sont vérifiées :

(a) sup;e; [[z;]| < C
(b) pour tout j € I, j > 1, tout 1 < i < max (im(z;_;)) et tout v € I' de poids 1/m;,
|z;(V)] < C/m.
Rappelons que I'image d'un élément x de X (I, (d,).er) appartenant a vect [Mj, ; k > 1]
est le plus petit intervalle ouvert (p, ¢) d’entiers tel que = € vect [My; p < k < g]. On a
donc max(im(x)) =g — 1.

Cette définition de super suite de blocs peut se comprendre de la maniére suivante :
pour tout j € J, notons im(xz;) = (pj, g;). Pour tout v € I'y,, z;() = 0. Or pour tout
v €Ty, le poids de v est de la forme 1/m; avec i < p;. L’inégalité portant sur |z;(7)]
qui apparait dans la condition (b) est donc automatiquement vérifiée si v € ', est de
poids 1/m; avec ¢ < gj_;. La condition (b) étend cette propriété a tous les éléments
de I' de poids 1/m; avec 1 <1i < ¢j_;.
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6.2. Exemples de super suites de blocs

Pour donner des exemples significatifs de super suites de blocs dans les espaces ayant
la propriété d’analyse, nous aurons besoin de la notion de support local d'un élément x
de X(I', (dy)er) appartenant a vect [Mj,; k > 1] : si im(z) = (p, q), il existe un unique
élément u de £°°(F'y—y \ I'y) (qui est zyp,_,) tel que x = i,_1(u). On appellera support
local de x le support de u, i.e. I’ensemble

{y € T',-1 tels que u(y) # 0} = {y € I',—1 tels que z(y) # 0}.
Nous aurons besoin du lemme technique suivant :
LEMME 6.1. — Soit v € I' un élément de poids 1/m;, et soit x un élément de

X (T, (dy)er) avec im(z) = (p,q) tel que pour tout & € T'y_y appartenant au support
local de x, le poids de £ est différent de 1/m;. Alors

3|

m;

[z(7)] <

Démonstration. — Si le rang de ~y est strictement inférieur a ¢, z(y) = 0 car sinon
7 serait un élément de poids 1/m; appartenant au support local de z. On peut donc
supposer que le rang de 7 est supérieur ou égal a q. Soit (&, p;, b} )1<i<a Uanalyse de 7,
et soit 1 <t < a le plus petit entier tel que p; > ¢. On a alors

a

* * - * 1 * *
€y = € + Z dfj +— Z P(pjfhpj)bj

j=t+1 my J=t+1
et
a ) 1 & %
z(y) = x(&) + Z <x’dfj> + m. Z <P(pj—1,pj)x’ bj>'
j=t+1 L=t

Comme rang (&) = pr > q, Pyp,_,.p,
nul. Le deuxiéme terme est nul pour la méme raison, et on a donc z(vy) = x(§;). Or

yr = 0 pour tout j > ¢, et le troisieme terme est

Ce1 + Ep(ptfl,pt)bt sit>1

¢ =\ 1
—b] sit=1
my
donc
1 . _
w(&-1) + E(P(ptfl,pt)m, by) sit>1
:L‘(gt) —= 1 [

—(x,b}) sit=1.

Sit>1, &1 est un élément de poids 1/m; et de rang p;_; < ¢. L’hypotheése du lemme
implique donc que z(&-1) = 0. Comme ||Py,_, pyl| < 3 et |[bf]| < 1, il s’ensuit que
|2(&)| < 3[[f|/mi. Sit =1, |2(&)] < [|=]|/mi. O
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Nous pouvons maintenant donner des conditions sur une suite de blocs bornée () er
impliquant que (z;);er est en fait une super suite de blocs. Ces conditions portent sur
les poids des éléments appartenant aux supports locaux des x;.

LEMME 6.2. — Soit (z;)jer une suite de blocs bornée. On note, pour tout j € J,
im(z;) = (pj, q;j). Supposons que (x;)jer vérifie l'une des deux conditions suivantes :
(i) il existe hg tel que pour tout j € I et tout v € I'y,_1 appartenant au support local
de x;, le poids de vy est supérieur ou égal a 1/my, ;
(ii) pour tout j € I et tout v € I'y,_1 appartenant au support local de x;, le poids de v
est inférieur ou égal d 1/my,_, .

Alors () jer est une super suite de blocs.

Démonstration. — Supposons (i) vérifiée. Soient j € I, j > 1, et v € T de poids 1/m;;,
ou ¢ < gj—1. Supposons d’abord que i > hg. Si § € I'y,_; appartient au support local
de z;, le poids de £ est supérieur ou égal & 1/my, par hypothese, et donc différent de
1/m;. On peut donc appliquer le lemme 6.1, et |z;(v)| < 3||z;||/m;. Sii < hy on a
|z;(v)| < mpg||xj||/mi, et ceci achéve la preuve dans ce cas.

Supposons maintenant (ii) vérifiée. Soient j € I et v de poids 1/m; o i < gj_1.
L’hypothese implique que pour tout v € I'y,_; appartenant au support local de z;, le
poids de 7 est différent de 1/m;, et donc par le lemme 6.1 |z;(7v)| < 3||x;||/m;, ce qui
prouve le résultat. [

6.3. La classe des super suites de blocs est suffisante

Considérons la classe € des super suites de blocs infinies strictes (z;);>1 telles que
pour tous j > let vy €T, z;(v) € Q.

PROPOSITION 6.3. — La classe € est suffisante.

Démonstration. — La classe € vérifie clairement les propriétés (i), (ii) et (iii) énoncées
dans la section 3.3. Il suffit donc de vérifier la propriété (iv). Soit donc 7" un opérateur
borné sur X (I', (d,)er) tel que ||Ty;|| —= 0 pour toute suite de blocs (y;);>1 appar-
tenant a €. Soit (x;),;>1 une suite de blocs bornée stricte. Sans perdre en généralité,
on peut supposer que z;(y) € Q pour tout v € I'. Soit (g;);>1 une suite strictement
croissante d’entiers telle que im(x;) C (¢j_1,¢;) pour tout j > 1. Soit u; le vecteur de
£°(Ty,—1\ T'g;_,) défini par u; = Tjir,, .- Ona x; = ig;—1(uy).

Pour tout entier N > 1, on décompose le vecteur u; sous la forme u; = U](-N) + w](-N),

ou

o
(V)
J

= uleﬁm et AEN) ={y €Tly_1; poids (y) > 1/my}

w = uleJ(_N) et B](N) = {'}/ S qu'—l; pOidS ('}/) < 1/mN}
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Soient yJ(»N) et zJ(N) les vecteurs de vect [My; gj—1 < k < ¢;] définis par yj(.N) = iqj_l(vj(-N))
et ZJ(N) = iqj_l(w](-N)). Comme on I'a vu dans le Fait 4.4, (y](-N))jzl et (zj(N))jZl sont des
suites de blocs bornées, et pour tous j, N > 1, z; = yJ(N) + zj(-N). Il est clair que

pour tout choix de l'entier N, la suite (yéN)

et est donc une super suite de blocs. Il existe donc une suite strictement croissante
d’entiers (ky)n>1 telle que ||Ty,(€N)|| —> 0 quand N — 4o00. Sion pose N; =1 et

)j>1 vérifie 'hypothese (i) du lemme 6.2,

Njs1 = Gry,, la suite de blocs (z,gNj))]>1 vérifie I'hypothese (i) du lemme 6.2. C’est
donc une super suite de blocs et HT Zkn ])H — 0 quand j — +o00. On en déduit que
HT kN H — 0. Donc ||Tz;|| —0 pour toute suite de blocs bornée stricte ()1,
et la classe € vérifie I’ hypothese (iv). Ceci acheve la preuve de la proposition 6.3. [

Notre but est donc désormais de montrer que si (z;);>1 est une super suite de blocs
stricte de X (I, (dy)+er) & coefficients rationnels, lim d(Tx;,Rz;) = 0. La proposition
3.3 permettra alors de déduire que X (I, (d,),er) possede tres peu d’opérateurs.

7. ESTIMATION DES MOYENNES D’ELEMENTS DE SUPER
SUITES DE BLOCS

Notre but dans cette partie est d’énoncer et de prouver des inégalités fondamentales
concernant les coordonnées relativement a (e,),er de moyennes de la forme

ou (zx)ker est une super suite de blocs stricte de X (I', (d,)er). Bien siir, on suppose
toujours aussi que X (I, (d,)er) a la propriété d’analyse.

7.1. Enoncés

Soit (xy)ges une super suite de blocs stricte de constante C', ou I est un intervalle
borné de N avec min(/) = 1. On note, pour tout k € I, ¢ = max(im(xy))+1, et gy = 0.
On a alors im(zy,) C (gx—1,qx) pour tout k € I. Soit jo > 1 un entier tel que n;, € I.

THEOREME 7.1. — Soit h > 1. Pour tout élément v de T' de poids 1/my,, on a
4C 24C . .
. —+ si h < jo
& Mjo  MjgMMp
Xm0 I iC 6O
Mo k=1 — 4+ = si h > jo.
7’Lj0 mpy
& 100"
Ceci implique que Z || < —

Jok 1 Jo
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C’est lorsque v est de poids 1/my, avec h < jo que les estimées obtenues sur les
coordonnées de ﬁ S0 21 (7) sont les moins bonnes possibles : elles sont de I'ordre de

1/my, lorsque 7y est de poids 1/m;, par exemple, et I’estimation obtenue sur la norme
des moyennes ﬁ S0 % @y est donc de I'ordre de 1/my,. Sous une hypothése portant

sur les coordonnées de la suite (xy)ges relativement aux éléments de poids 1/m;, il est
. . . . . . ng
possible d’obtenir une bien meilleure estimation de la norme des moyennes 7% el Tk,
J0

. . ; 2
qui est cette fois de I'ordre de 1/m7 .

THEOREME 7.2. — Supposons que la propriété suivante est vérifiée :
1 X
(%) pour tout & € ' de poids —, Y |zx(§)] < C.
Mjo k=1

Soit h > 1. Pour tout élément v de I' de poids 1/my,, on a

4C 60C
. — + si h < jo
Jo njo m mh
Xm0 iC 6C
Njo k=1 =4+ = si h > jg.
TLJO mp,
Jo 100
Ceci implique que Z T || < —5
Mo =1 1,

Nous allons maintenant prouver ces deux estimations, et nous aurons pour cela besoin
de deux énoncés techniques. Le lecteur averti reconnaitra des estimées de type Tsirelson
(d’ou la notation (7,h) qui apparait ci-dessous), mais nous allons les présenter de
maniére purement combinatoire, et ne ferons pas référence aux espaces de Tsirelson.

7.2. Deux énoncés techniques

Sir, s > 1 sont deux entiers, || désignera la partie entiere de r, r V s le maximum
de r et s, et 7 A s le minimum de 7 et s. Nous noterons cyo(N) I'ensemble des suites a
support fini de £*°(N). Soient h > 1 et jo > 1 deux entiers. Nous dirons que g* € ¢oo(N)
vérifie une estimée de type (T, h) relativement a la suite (m;,n;);>1 si

x 0 <g*(k) <1/my pour tout k > 1;

% pour tout j > h et tout entier 1 < ¢ < |logym, |,

#{k =15 my |g* (k)| > 377} < (3n;—1)".

Nous dirons que g* € coo(N) vérifie une estimée de type (T, h, jo) relativement a la suite
(mj,nj)j=1 si

x 0 < g*(k) <1/my, pour tout k > 1;

+ dans le cas ou jo > h, on a pour tout entier 1 < g < |loggm;, |,

#{k > 15 my g™ (k)| > 977} < (3njp—1)".
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Un élément g* vérifiant une estimée de type (7', h, jo) ne vérifie pas nécessairement une
estimée de type (T, h), et cependant une estimée de type (7', h, jo) est plus intéressante
qu'une estimée de type (7,h) pour la raison suivante : une estimée de type (7', h)
donne une borne égale a (3nj,_1)!°3™0l*1 sur le cardinal de 'ensemble des entiers
k tels que |g*(k)| > 1/(mpmj,), tandis qu'une estimée de type (7', h,jo) donne une
borne égale & (3nj,_1)!°#s™io]*1 sur le cardinal de I'ensemble des entiers k tels que
97 ()| > 1/ (ma,).

La proposition 7.3 ci-dessous (respectivement la proposition 7.4) est I’élément clé de
la preuve du théoreme 7.1 (respectivement du théoreme 7.2).

PROPOSITION 7.3. — Soit s > 0, v € I' de poids 1/my,, et soit (x)kes une super suite
de blocs stricte de constante C, ou I est un intervalle borné de N. Il existe kg € I et
g* € coo(N) dont le support est contenu dans {k € I; k > ko}, qui vérifie une estimée
de type (T, h) relativement a (m;,n;);>1, et telle que

Pls,100) Y xk(7)| <AC+6C Y g*(k).
kel kel
Sous I'hypothese (*) du théoreme 7.2, la conclusion de la proposition 7.3 peut étre
partiellement renforcée : on construit 1’élément g* de maniere a ce qu’il vérifie une
estimée de type (T h, jo)-

PROPOSITION 7.4. — Soient s > 0, v € I' de poids 1/my, jo > 1 et (zx)rer une super
suite de blocs stricte de constante C', ou I est un intervalle borné de N. Supposons que
pour tout & € I' de poids 1/mjy, ey |2k(§)] < C. Il existe alors ko € I et g* € coo(N)
dont le support est contenu dans {k € I;k > ko}, qui vérifie une estimée de type
(T, h, jo) relativement a (m;,n;)j>1, et telle que

P(S7+oo) Z Qik(’y) < 4C' 4+ 6C Z g*(k:)

kel kel

Il est important de remarquer que, au contraire de ce qui est fait dans les énoncés des
théoremes 7.1 et 7.2, on ne suppose pas dans les propositions 7.3 et 7.4 que 'intervalle I
de N indexant la suite (zy)res vérifie min(7) = 1. Ceci sera nécessaire dans les preuves,
qui procedent par récurrence sur le rang de 7.

Montrons d’abord comment les théoremes 7.1 et 7.2 se déduisent de ces deux propo-
sitions.

7.3. Preuve des théorémes 7.1 et 7.2

e Prouvons pour commencer le théoreme 7.1. Soit v € I" de poids 1/my,. On a d’apres
la proposition 7.3, appliquée avec s = 0 et I = [1,n;,],

L 4C° 6C o
— > (| < —+— ) g (k)
T4 kzzzl T4 50 kz:;
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ou ¢g* vérifie une estimée de type (7, h) relativement a (m;, n;);>1. Comme 0 < g*(k) <
1/my,, le membre de droite est inférieur a 4C'/nj, +6C/my,, et I'estimée pour h > jy est
claire. Cette estimée est également vraie pour h < jj, mais nous pouvons dans ce cas
obtenir une meilleure inégalité. Supposons donc que h < jg. Alors

& 1 1 §
— Z g*( > g (k) + — > 9" (k)
"o k=1 o {1<k<n;y 1" (k)<3~4/my,} "o {1<k<n;y ;g7 (k)>3-4/my}

ou ¢ = [logzmj,|. On a donc

2o 377 1 379) 1
AL <+#{1Sk§njo;g*(/f) >}
7’L]0 k=1 njo mp | My
3 1
< + (3nj0—1
mjomh njomh

) [logs mjoj +1

puisque ¢* vérifie une estimée de type (7, h) relativement & (m;,n;);>1. Si la suite
(nj);>1 croit suffisamment rapidement par rapport a (m;);>1, le deuxieme terme est
par exemple inférieur a 1/ (mhmjo) si bien que

leo 4
i Z g < =
Mo =1 mhm]o
Donc
ng
20 4C 24C
Z ()] < — + ;
Mo =1 Mo MpMNj, R
ce qui est I'inégalité cherchée pour h < jy. L’estimation de la norme (> de — Z Tk,
, . .y " , Njg 1—
est une conséquence directe des inégalités obtenues sur les coordonnées. 0 k=1

e Prouvons maintenant le théoréeme 7.2. Soit v de poids 1/my. Si h = jy, I'inégalité
découle directement de la propriété (*) puisque

o C
Ly m) <
Jo k=1 n]o

Si h > jo, I'estimée se prouve exactement comme ci-dessus. Si h < jy, on raisonne
comme dans la preuve du théoreme 7.1, mais en considérant les ensembles d’indices k
ou g*(k) est soit plus petit, soit plus grand que 97¢/my,, ot ¢ = |logg m;, |. Cela donne

& 97 1 94
729 <+#{1<k<njo,g(k)>}
mp

o k=1 Njo M Mhp
9 1 [logs my | +1 10
mhmjo Njomp, mhmjo

puisque jo > h et puisque g* vérifie une estimée de type (7 h,jy) relativement a
(m;j,n;)j>1. Cela prouve l'estimée cherchée pour h < jy. L'estimation sur la norme
des moyennes s’en déduit immeédiatement.

Passons maintenant a la preuve des propositions 7.3 et 7.4.



1099-24

7.4. Preuve des propositions 7.3 et 7.4

Nous aurons besoin d’un lemme qui fournit des estimées simples des quantités
|Pls +00)Zk(7)|. La suite (xx)rer est toujours une super suite de blocs stricte de cons-
tante C'. Comme on n’a pas nécessairement min(/) = 1, on notera ici Gmin(n—1 = 0, et
pour tout k € I, ¢ = max(im(xy)) + 1. On a donc im(zg) € (gx—1, qx) pour tout k € I,
et par hypothese |z(v)| < C/m; pour tout v € I" de poids 1/m;, ou 1 <i < gx_;.

LEMME 7.5. — Si~y €T est un élément de poids 1/m;, alors
6C' .
sit < Qg1
Pzl <4 1
s,4+00)LE\Y)| >
( ) 3C N
sit > q.
my
Démonstration. — Supposons d’abord que i > ;. Ecrivons I’analyse de v comme
* - * 1 - * *
€y = Z de, + me Z Pl 1. br-
r=1 1 =1

On a p; > i, donc p; > qx, ce qui implique que <xk,P(*s7 o) Elpr_1,py

2 <r < a. De méme (v, df ) =0 pour tout 1 <r < a et donc

3C

1 * *
IP(3,+00)33k(7)| - EK%,P(O,M) bl < E

)by} = 0 pour tout

C’est I'estimée cherchée, et elle ne fait pas appel a I'hypothese que (zx)ges est une super
suite de blocs.

Supposons maintenant que i < gi_1. On écrit 'analyse de v sous la méme forme. Les
termes s’estiment différemment selon la position de s relativement aux entiers pq, ..., p,.
Si s > pa, Ps,+00)Tk(7) = 0 et il n’y a rien a prouver. Si 0 < s < p;, on a

* * 1 *
(Bls. oo th, €5) = Tn, €5) = —(Plo,5) Tk, by).

Comme 1 < i < g1, |zk(y)] < C/my, et donc

c 20 3C
[(Ps, +o0) Tk €5)] < — =—

i % i

Supposons maintenant qu’il existe 1 <t < a tel que p; < s < piyq1. On a alors

a

* * - * 1 * *
e’Y:e§t+ Z dr_l_i Z P(prfhpr)br

r=t+1 mi
si bien que
* * * 1 *
|<P(s, +00) Lk, €V>| = <xk7 e’y> - <xk= e&) - E<P(Pt,s] Tk, bt+1>

7

C C 4C  6C

m; m; my; m;

IN
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puisque v et & sont de poids 1/m; avec 1 < i < gg_1. Ceci prouve le lemme 7.5. [

L’hypothese que (xy)ker est une super suite de blocs a été utilisée de la maniere
suivante :
LEMME 7.6. — Si ||z]| < C, i > 1, et [x(§)| < pour tout £ € T' de poids 1/m;, alors
4C

%

| Pls, +00) T(7)| <206 +

pour tout s > 0 et tout v € I' de poids 1/m,.

Nous pouvons maintenant prouver les propositions 7.3 et 7.4.

Démonstration de la proposition 7.3. — On raisonne par récurrence sur le rang de ~.
Si v est de rang 1, et s > 0,
0 sis>1
Pl 100) Y Tk(7) = :
el z1(7) sinon

et il suffit de prendre kg € I arbitraire et g* = 0.

Supposons maintenant que v est de rang au moins 2, de poids 1/my, et écrivons son
analyse sous la forme

Z d§7 Z P(p'r 1, P7 b*

Soit s > 0. Supposons qu’il ex1ste un entler l € I tel que g1 < h < q (les cas ou
h < @min(1)—1 €t b > @max(r) sont plus simples et nous ne les traiterons pas ici). On a

> Pl soome(v)-

kel k>l

> Pl soomi(v)

kel k<l

Pl 400y Y xi(7)] <

kel

+|P(s,+oo)$l(’7)' +

Si k < [, alors h > ¢_1 > g, donc par le lemme 7.5 [P 1o0)2i(7)] < 3C/my et
le premier terme est donc inférieur a 3C1/m;, < 3Cl/m,_, < C si la suite (m;);>1
croit suffisamment rapidement. Pour le deuxieme terme, | P o0)21(7)] < 3C. Il reste a
estimer le dernier terme. Si k > [, alors h < q; < qx—1. Donc | P, 1o0)2i(y)| < 6C/my,
par le lemme 7.5. Considérons alors séparément les deux cas suivants :

e I'image de P, 1)) contient I'un des entiers p,, 1 <r < a. On note I; 'ensemble
des k € I ayant cette propriété. On a #1y < a;

e l'image de P ;o)7r est contenue dans I'un des intervalles (p,—1,p,). On note,
pour chaque 1 < r < a, I, 'ensemble des k ayant cette propriété. Si k € I, on a
Pls, +00)Tk = Plsvp,_1,p,) Tk, €t en particulier

1 .
P, +00)Tk(7) = —(Plsvpr_1,0:)Tk> br)-
mMp

Donc

Z Z PS\/pT 1, Pr)xk?br>

r=1 kel,

1
<7#Io+*
mp,

F)(s7 +00) Z (7)

kel, k>l
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/717 * *
Comme chaque élément b} est de la forme > ape, avec > la,| <1,
n€lp—1\I'p,_4 n€lp—1\I'p,_4

on peut pour chaque 1 <7 < a choisir un élément n, € I';, 1 \ ', tel que

‘< Z P(S\/Prfhpr)xk’b:» < ‘( Z P(S\/Prfhpr)xk?e:;rw‘

kcl, kcl,
On a donc
1
’P(s,—&-oo) Zxk<7 ‘ < — #[0 + — Z Z P(s\/prfl,pr)xk(nﬁ .
kel Mh ke,

Comme le rang de chaque élément 7, est strictement inférieur au rang de v, et comme
(2 )ker, est une super suite de blocs de constante C', on peut appliquer 'hypotheése de
récurrence aux données (xy)rer, €t 1. (c’est pour cela qu'il est important de considérer
dans la proposition 7.3 tous les intervalles bornés I, et pas seulement ceux qui vérifient
min(/) = 1). Si on note 1/my,. le poids de 7,, il existe k. € I, et g& € coo(N) dont le
support est contenu dans 'ensemble {k € I, ; k > k,}, satisfaisant une estimée de type
(T, h,), et telle que
| Pls,+00) D ()l =1 D0 Plsvpr_y,pnTe(nn)] £4C +6C Y g7 (k)

kel kel kel
Posons kg =1 et

S D06, +)).

) - <
Mp \ et —]

Comme tous les intervalles Iy et I, 1 < r < a, sont contenus dans {k € I; k > [},
g* est a support dans {k € I'; k > ko}. On a

> gi(k) = (#Io+a)+—2 > gk

kel Mh .33 per,

En regroupant toutes les estimées prouvées jusqu'’ici, on obtient

6C 1 &
Pl tooy 3 21(7)| S 4C + —— #Iy+ — 3 (4C +6C > gi(k))
kel mMp L7 ) kel
40 6C
—40—}——#[0 — 72 Zgr

r=1 kel
<A4C+6C Y g (k)
kel

Pour conclure, il reste & montrer que g* vérifie une (T, h)-estimée. Puisque les supports
des éléments e;, k € Iy, e; et gi, 1 < r < a, sont disjoints et puisque ||g5|| < 1
pour 1 < a <7, ona0 < g*"k) < 1/my, pour tout k € I. Soient ensuite j > h, et
1 < ¢ < |loggm;]. Supposons que k € I est tel que my, |g*(k)| > 379. On a alors trois
possibilités :
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— ou bien k € Ij et alors my|g*(k)| =1;
— ou bien il existe 1 <r < a tel que k = k,, et alors my|g* (k)| = 1;
— ou bien il existe 1 <r < a tel que k € I, et k > k,, et alors |g (k)| > 377

Si ce dernier cas se produit pour un certain entier 1 < r < a, on a nécessairement
h, < j. En effet, si h, > j, le fait que g} vérifie une estimée de type (7, h,) implique
que [|gf|e < 1/my, < 1/myj, et donc ||g}||ec < 377 pour tout 1 < ¢ < |logzm,].
Donc h, < j. Si |g*(k)| > 379, alors my, |gi (k)| > m,, 377 > 3.379 = 37(@=Y pourvu
que my > 3, et comme ||g¥||oc < 1/mp,, ¢ > 2 nécessairement. Comme g vérifie une
estimée de type (T, h,) et j > h,, on a

#{k e I |g:(k)] > 37} < #{k € I5 my lgr (k)] > 30D} < (3n,0)"
et donc
-1
#{k € I;mulg"(k)| > 37} < #lo+a+a(3n;4)" .

Or #1y < a, et a < ny, (c’est ici qu’intervient la majoration a priori de I’age des éléments
de poids 1/my,). Donc

-1
#{k € I m|g" (k)| > 377 < 20y +my, (3m,-1)"

Comme h < j, le membre de droite est inférieur ou égal a 3n;_1(3n,_1)?"* et donc
k€ I my g (R)] > 379 < (3m;1)".

Ceci acheve la preuve de la proposition 7.3. O

Démonstration de la proposition 7.4. — Soit v € T de poids 1/my, jo > 1 et s > 0.
Traitons d’abord séparément le cas ot h = jy. Dans ce cas, soit | € I tel que ¢;_1 < s < ¢
et Ps, +o00)®r = 0 pour tout k& < [ (si un tel [ n’existe pas, on prend n’importe quel ky € 1
et g* =0). Alors

| Pls, +00) D @e(V)] < [P, vy ()] +1 D 2u(y)]

kel kel
k>l
< 3C + Z |z ()] < 4C
kel
k>l

d’apres ’hypothese de la proposition 7.4 (que I'on peut appliquer puisque 7y est de poids
1/mj,). I suffit de prendre par exemple kg = [ et g* = 0, et le résultat est prouvé dans
ce cas.

Pour le prouver dans le cas ou h # jy, on raisonne par récurrence sur le rang de 7,
en procédant comme dans la preuve de la proposition 7.3. On applique 'hypothese de
récurrence a chacune des données (xy)kes, et 1., ot 1, est de poids 1/my,, 1 < r < a.
On obtient k. € I, et g} € cyo(N) dont le support est contenu dans {k € I.; k > k.},
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satisfaisant une estimée de type (7', h,,jo). Si h, = jo, on prend, comme on l'a fait
ci-dessus, g7 = 0. On considere alors

et il s’agit de montrer que ¢* satisfait une estimée de type (T, h,jo). Clairement
0 < g*(k) < 1/my, pour tout k € I. Supposons ensuite que jo > h (si jo < h, il n’y a
rien a démontrer), et soit g tel que 1 < ¢ < |loggm;, |. Supposons que k € I est tel
que my |g*(k)| > 979 On a alors, comme dans la preuve de la proposition 7.3, trois
possibilités :

— ou bien k € Iy, et alors my|g* (k)| = 1;

— ou bien il existe 1 <r < a tel que k = k,, et alors my|g* (k)| = 1;

— ou bien il existe 1 <17 < a tel que k € I, et k > k,, et alors |g; (k)| > 97¢.
Si le dernier cas se produit pour un certain 1 < r < a, on a j, > h,. En effet, si
Jo < hy, alors [|gf]|oe < 1/mu, < 1/mjoq < 1/m3 silasuite (m;);>1 croit suffisamment
rapidement, et donc ||g;||c < 977 pour tout 1 < g < [logg mj,|. Si jo = h,, alors g& =0
par hypothese, et donc il est impossible qu’il existe k € I, tel que |gf (k)| > 97%. Donc
Jo > hy. Si|gi(k)| > 979, alors my, |g: (k)] > 97~V (pourvu que m; > 9). Puisque
95|l < 1/mp,., ¢ > 2. De maniére analogue a ce qui a été fait dans la preuve de
la proposition 7.3, on utilise le fait que g vérifie une estimée de type (7, h,, jo) pour
montrer que

#{k € I;my|g* (k)] > 97} < (3nyo-1)".

Ceci prouve que g* vérifie une estimée de type (7', h,jo) et achéve la preuve de la
proposition 7.4. O]

7.5. Une conséquence : X(T', (d,),er)* est isomorphe a ¢1(T")

Nous donnons dans ce court paragraphe une conséquence facile du théoreme 7.1, qui
montre déja I'utilité de ce type d’estimées.

PropPOSITION 7.7. — Si X(I', (d,)yer) a la propriété d’analyse, la FDD (M,),>1 de
X (T, (dy)er) est contractante, et le dual de X (T, (d,)er) est donc isomorphe a €1(T').

Démonstration. — Par le fait 2.1, il suffit de montrer que toute suite de blocs normalisée
(xk)k>1 relativement a (M,),>; tend faiblement vers 0. Le méme argument que celui
donné dans la preuve de la proposition 6.3 montre qu’il suffit de prouver cela pour les
super suites de blocs strictes. Soit donc (zx)r>1 une super suite de blocs stricte, de
constante C. Si xz; ne tend pas faiblement vers 0, on peut supposer, quitte a extraire
une sous-suite et a remplacer z, par —x; si nécessaire, qu’il existe 6 > 0 et ¢ €
X(T, (dy)er)* de norme 1 tels que ¢(x)) > 6 pour tout k > 1. Alors

[ES> Ly
— > 2@( xk>25
N =1 Ny =1

pour tout j > 1. Ceci contredit évidemment le théoréme 7.1. O]
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8. STRATEGIE DE PREUVE DU THEOREME 1.1

Tous les outils sont maintenant en place pour que nous puissions ébaucher une stra-
tégie de preuve du théoreme 1.1, et voir quelles conditions supplémentaires doivent
vérifier les éléments de I pour que cette stratégie puisse étre menée a bien.

8.1. Un premier essai

On souhaite construire I' de telle sorte que tout opérateur 1" sur X(I', (d,) er) soit
somme d’un opérateur scalaire et d’un opérateur compact. Comme nous ’avons vu a la
fin de la partie 6, il s’agit de faire en sorte que pour toute super suite de blocs (z;);>1
de X (I', (dy) er) qui appartient a ¢, lim d(T'x;,Rx;) = 0. Raisonnons par I'absurde, et
supposons qu’il existe (z;);>1 appartenant a € et ¢ > 0 tels que d(Tz;,Rz;) > § pour
tout j > 1. Comme la FDD (M,,),>1 est contractante, z; > 0 et donc Tx; 25 0.
Quitte a extraire une sous-suite de (z;);>1 et a considérer une perturbation nucléaire
adaptée de I'opérateur T', on peut supposer qu’il existe une suite strictement croissante
(pj)j=0 d’entiers telle que py = 0, pj—1 < p; — 1, im(z;) € (pj—1,p;) et im(Tz;) C
(pj—1,pj) pour tout j > 1.

Par le lemme 4.6 il existe alors pour tout 7 > 1 un vecteur bj € Bgl(pprl\ppj_l) tel
que (z;,b5) = 0 et (T'r;,b5) > 6/2. Comme z;(y) € Q pour tous j > 1 et v € T,
un argument simple montre qu’on peut, quitte a extraire de nouveau une sous-suite,
supposer que b} € By, 1 p, , pour tout j > 1.

Au vu des estimées de la partie 7, il est alors naturel de considérer les moyennes

1 Y
ijizxka ]Z]-7
N k=1

qui vérifient ||z;|| < 10C'/m; par le théoreme 7.1.

Comme X(I', (d,) er) a la propriété d’analyse et comme p;_; < p; — 1 pour tout
J > 1, il existe pour tout 1 < j < p; un élément 7; de I' de poids 1/m; dont 'analyse
est (&, pi, b )1<i<n,, Ol les & sont de rang p; pour tout 1 <4 < n;. En particulier, ; est
de rang p,,. Nous oublierons dans ce premier essai de preuve la condition j < pi, ceci
afin de ne pas compliquer notre propos. Si par exemple p; < j < po, il faut considérer

1 ¥
S Z Lk+1
7 k=1

et raisonner de la méme maniere avec ces moyennes z; en observant qu’'on a toujours
||z| < 10C/m;. L’analyse de €, s’écrit
nj 1 nj
ei’;j - Zd; + ms ZPED'L—Lpi)b:.
i=1 Ji=1
En utilisant le fait que & est de rang p; pour tout 1 < i < n;, que les images de
xy et Tz, sont contenues dans (px_1,pk), et que (zx,b;) = 0 et (Txy, b)) > §/2 pour
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tout 1 < k < nj, on obtient zy(v;) = 0 et Txy(y;) > 6/(2m;) pour tous j > 1 et
1 < k < n;. En particulier Tz;(;) > 0/(2m;). Cette deuxieme inégalité implique
donc que ||T'%;|| > §/(2m;). Afin d’obtenir une contradiction, il faut réussir a exploiter
le fait que xi(y;) = 0 pour tous j > 1 et 1 < k < n; (ce que nous n’avons pas
fait jusqu’ici). Une idée naturelle pour cela est de tenter d’appliquer le théoreme 7.2.
Observons que 7; est un élément de poids 1/m; qui vérifie 337, [z ()] = 0 < O, et
que tous les éléments &;, 1 < i < n;, qui sont aussi de poids 1/m;, vérifient également
Sl k(&) = 0 < C. Si on pouvait montrer qu'une telle inégalité est vérifie pour tout
élément de poids 1/m; (et pas seulement pour les &;), on pourrait appliquer le théoreme
7.2, et en déduire que ||z;|| < 10C/m3. On aurait alors ||Tz|| < 10C||T||/m3. Mais
|T'%;]| > 6/(2m;) et ceci est contradictoire pour j suffissamment grand.

8.2. Une contradiction, et un deuxieme essai

Un instant de réflexion montre qu’'une telle approche est un peu trop simple, car nous
demandons simultanément
— qu’il y ait beaucoup d’éléments de poids 1/m;, de maniére a pouvoir construire
les éléments 7; grace a la propriété d’analyse de X(I', (d,) er), et
— qu’il y ait peu d’éléments de poids 1/m;, de maniere a pouvoir montrer que 1’hy-
pothese (*) du théoreme 7.2 est vérifiée pour la suite de blocs (74)1<p<n, -
Pour contourner ce probleme, nous allons devoir procéder en deux temps, et introduire
deux types d’éléments de I', que nous appellerons éléments de poids pair et éléments
de poids impair. Les éléments de poids pair (resp. impair) sont ceux dont le poids est
de la forme 1/my;, j > 1 (resp. 1/mgy;_1, 7 > 1). Nous allons faire en sorte que

— tout élément de I" ait une analyse, i.e. que la propriété (1) donnée dans la section
5.2 soit vérifiée pour tout élément de I', qu’il soit de poids pair ou de poids impair ;
— pour tout j > 1, il y ait beaucoup d’éléments de poids 1/my;, i.e. que la propriété
(2) donnée dans la section 5.2 soit vérifiée pour tout élément de I' de poids pair;
— pour tout j > 1, il y ait relativement peu d’éléments de poids 1/ms;_;. La propriété
(2) pour les éléments de poids 1/mgj_1 ne sera vérifiée que pour certaines suites

*

(b )1<i<a trés particulieres de la forme (e,

)i<i<a, OU les poids des vecteurs n;
satisfont certaines conditions.

Il faut alors prendre deux séries de moyennes d’éléments de la suite de blocs (z;);>1.

Les premieres moyennes sont de la forme

1

Z $k+l)~

27 k=1

1 2j ( n
La famille des normes des vecteurs z; ;, 7,0 > 1, est bornée (ce qui découle du théoreme
7.1), et la partie (2) de la propriété d’analyse pour les éléments de poids pair permet de
montrer 'existence d’éléments 7; ; de poids 1/my; et de rang py,, tels que z; (n;,;) =0
et Tz 1(nj.1) > 6/2.
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On peut alors choisir une suite (/;);>1 d’entiers telle que la suite (z;,,);>1 forme une
suite de blocs stricte bornée qui est méme une super suite de blocs stricte (ce qui n’est
pas évident) pour laquelle il existe une suite strictement croissante (p;);>o d’entiers telle
que po = 0, pj—1 < p; — 1, im(z;,;,) € (pj—1,p) et im(T'z;4;) C (pj—1,p;) pour tout
J = 1. On notera C’ la constante de la super suite de blocs (z;,;,);>1. On considere alors
les moyennes d’ordre impair

1 n25—1
w] = Z Zkvlk7
Noj-1 1.

auxquelles on souhaite de nouveau appliquer le raisonnement présenté plus haut, partant
de I'hypothese que <Zk7lk7€;;k,lk> =0et <Tzk7lk7e;k,lk> > 0/2 pour tout 1 < k < ngj_;.
On a pour cela besoin qu'il existe pour tout j > 1 un élément 7; de poids 1/mg;_4
et d’analyse (&, pi, e )i<i<n,,_,- Si cette forme faible de la partie (2) de la propriété
d’analyse pour les éléments de poids impair est vérifiée, on aura alors

J

2maj_1

2o, () =0 et Tz, () >

pour tous j > 1 et 1 < k < mny;j_q, si bien qu’en particulier

) )
Tw;i(v;) > —— et donc ||[Tw;|| > ———
J('YJ) 2, || J|| b1

S’il y a malgré tout suffisamment peu d’éléments de poids impair pour qu’on ait

ngj—1

> a1, (€)] < €' pour tout élément € € I' de poids 1/ma;_1,
k=1

la super suite de blocs (2,1, )1<k<n,,_, vérifie I'hypothese (*) du théoreme 7.2, et donc
|[w;|] < 10C"/m3. Mais ||Tw;|| > §/(2m;), ce qui est contradictoire pour j suffisamment
grand.

9. CONSTRUCTION EXPLICITE DE L’ESPACE X(T, (D,),cr)

Il est maintenant temps de définir explicitement I’ensemble I' (qui codera directement
les vecteurs c%).

9.1. Définition de I’ensemble T

Pour que I' vérifie toutes les propriétés nécessaires au raisonnement ci-dessus, on peut
définir les ensembles A,, par récurrence sur n > 1 de la maniére suivante :

Ay = {1}, et pour tout n >2, A, = Al U A2 UAl U A2 ol

n, pair n, pair n, impair n,impair?
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[n/2] 1
A'}L7pair = {<n7 7b*) ; b* € BO,n—l}
J

j=1 Ma;
An ir — {< 7€a7b*> ; SEA ) pOldS(f) =
e p=1 j=1 Ma; 8 mMa;
é*ge(g) < ana b* S Bp, n—l}
[(n+1)/2] 1 1
Aqlm, impair — {(nv T 6;) ;e Pn—h pOidS (77) = )
=1 Moj 1 My —2
. 1 1
ou? > 1 est tel que < — }
mMyi—2 N1
) n—2 [(p+1)/2] 1 1
An7 impair — {(na 57 T 6:,) ) 5 S AP’ pOldS (5) =
p=1 =1 Maj—1 maj—1

« . 1
age(§) < ngj_1, n €'y \T'p, poids(n) = }

Mao(¢)

et o o:I'—= N est une fonction injective telle que pour tout £ € T', o(&) est stric-
tement plus grand que le rang de €.

Les éléments de A}%pair sont les éléments de rang n, de poids pair et de type 1, ceux
de A2

. pair 168 €léments de rang n, de poids pair et de type 2, etc.

9.2. Propriétés d’analyse
et A2

n.pair €St entierement naturelle au vu de ce

que nous avons déja expliqué. Celle des ensembles Al ;= .oet A2, o

La définition des ensembles A} .
I’est moins
(notamment ce qui concerne les restrictions sur le poids de n), mais il est clair que,
d’une part, tout élément de poids impair admet une analyse, et que, d’autre part, les
éléments de poids impair vérifient une forme faible de la partie (2) de la propriété
d’analyse, ou ne sont impliqués que les vecteurs e vérifiant les conditions données dans

la définition. Nous résumons ceci dans la proposition suivante :

PROPOSITION 9.1. — Les éléments de I' vérifient les propriétés suivantes :

(1) Pour tout j > 1 et tout v € I' de rang n et de poids 1/m;, j < n, il existe
1<a<n;,0=py<---<pg=mn avec p; < piy1 — 1 pour tout 0 < i < a, § €T
de poids 1/m;, de rang p;, 1 < i < a, avec & =y, et bf € By, | -1, 1 <i <,
tels que

1

e: - ;dzz + m; ;P(Zi—l,pi)b:'

(2) Pour tous j > 1,1 <a <mngj, 0 =py < -+ < p, avec p; < piy1 — 1 pour tout
0<i<aetp >2j, et pour tous vecteurs b € By, | p,—1, il existe des éléments
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& € T de rangs respectifs p;, 1 < i < a, et de poids 1/my;, tels que l'analyse de
v =&, est égale a (&,pi, b} )1<i<a- On a ainsi

eZa = Zl de Z P(pl lapz)b*

m]zl

(3) Sotent j > 1,1 < a < ngj_q,0=py < -+ < p, avec p; < pix1 — 1 pour tout
0<i<aetp >2j—1. Soient n; des éléments de I' tels que n; € I'p,_1 \ T,

avec
1 1 1
x poids(n,) = < ——; alors § = (pl,,e;‘7> appartient a
My;—2 N1 Mmaj-1
Al

p1,impair ;

* pOldS(T]Q) = ; alors 52 = (anflu m7’ 6172) appartlent a Ap , impair N

Mao (&) 2j—1

1 1
x pour tout 2 < i < a, poids(n;) = ——— ; alors §; = <p,-,§i_1, ,e%.)
Mo (g 1) maj-1

appartient a A2

i, impair
1
Alors ’élément vy = £, = <pa, oty —, n) de T a pour analyse (&, pi, €}, )1<i<a-
moj—1

On a ainst

ZP(pz 1,pi)€ m

9.3. Une propriété des éléments de poids impair

mQJ,

Les conditions portant sur les poids des éléments n lorsque ~ est de poids impair sont
introduites de maniére a ce que (zj,);>1 vérifie la propriété () pour les éléments de
poids impair. Lutilité de ces conditions curieuses apparait clairement dans la preuve du
lemme suivant, qui énonce une propriété fondamentale des éléments de poids impair.

LEMME 9.2. — Soient ~ et v deux éléments de poids 1/m2j 1, d’ages respectifs
1 <a' <a<ngjy et danalyses respectives (§;, pi, ey )1<i<a €t (&, D}, € " “Ni<i<ar- 1l existe
un entier 1 < h < d’ tel que & = &) pour tout 1 < i < h, tandis que pour tous h < i < a
et 1 < j <a, poids (n;) # poids ().

Démonstration. — Remarquons que cet énoncé ne donne aucune information concer-
nant le cas ott ¢ = h. Si n; et n} sont de poids différents pour tous 2 < ¢ < a et
1 < j < a, il suffit de prendre h = 1. Sinon, soit 2 < h < a le plus grand entier pour
lequel il existe 1 < j < a tel que n; et n;, ont méme poids. Comme h > 2, &, est un
élément de type 2, et donc 7, est de poids 1/ Myg(e ). Donc j > 2. En effet, si on avait
J =1, & serait un élément de type 1 et le poids de n; serait de la forme 1/my;_o pour
un certain ¢ > 1. Mais 40(¢},_;) = 0[4] tandis que 4i — 2 = 2[4], et il est impossible
d’avoir 1/m40(5;171) = 1/my;_o. Donc j > 2 et n; est de poids 1/mys(, ). On a donc
40 (&),_1) = 40(&;-1) et comme o est injective, &,_; = &j_1. Comme §,_; est d’age h — 1
et & dage j—1,j =het & = &—1. Donc & = & pour tous 1 < ¢ < h, ce qui
prouve le lemme. [
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Nous pouvons maintenant passer a la preuve du théoreme 1.1.

10. PREUVE DU THEOREME 1.1

10.1. Couples admissibles

Pour pouvoir formuler précisément les conditions qui impliqueront que la suite
(2j,1,)j>1 est une super suite de blocs (et pas seulement une suite de blocs), nous aurons
besoin de la notion de couple admissible : si x € X(I', (d,)yer), n € I' et C' > 0, nous
dirons que (z,n) est un couple C'-admissible si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) [lz|] < C;
(b) (n) =0;
(c) m est de poids 1/m; pour un certain entier j > 1, et on a
(c1) pour tout & € T', [{z,dg)| < C/my;
(c2) pour tout ' € I de poids 1/m; avec i # j, on a |z(n)| < C/myp;.
Le lemme 7.6 implique alors que pour tout s > 0 et tout ' € I de poids 1/m; avec
i F Gy |Pls,+00)z()] < 6C/mip .

Reprenons la preuve ébauchée dans la section 8.1. Soit 7" un opérateur borné sur
X(T, (dy)~er), et soit (x;);>1 une super suite de blocs stricte de constante C' appartenant
a la classe €. On suppose qu'il existe une suite d’entiers strictement croissante (p;);>o
telle que po = 0, pj_1 < p; — 1, im(z;) C (pj_1,p;) et im(T'z;) C (pj_1,p;) pour tout
j > 1, et que d(Tx;,Rz;) > 0 pour tout j > 1. Soient b5 € B, _, 1 les vecteurs
construits grace au lemme 4.6, tels que (x;,b5) = 0 et (T'z;,b5) > 0/2 pour tout j > 1.
Comme annoncé dans la section 8.2, nous aurons besoin du résultat suivant qui concerne
les moyennes pondérées d’ordre pair de la suite (z;);>1.

LEMME 10.1. — Pour j > 1, soit

12
Zj = mzj ( Z ZL'k>

n2j k=1
Il existe alors un élément 1; de I', de poids 1/my;, de rang p,,,, et dont l'analyse est
de la forme (&, pi, b} )1<i<n,,;, tel que le couple (z;,m;) est 28C-admissible et tel que
TZj(T]j) > 5/2

Démonstration. — Un argument semblable a celui donné dans la section 8.1 montre
qu’il existe 7; € I' de poids 1/my; et d’analyse (&, pi, b} )1<i<n,; tel que z;(n;) = 0 et
Tzj(n;) > 0/2. 1l reste & montrer que (z;,7;) est 28C-admissible. Par le théoreme 7.1,
||2;|] < 10C' et la propriété (a) est vérifiée. La propriété (ci) est immédiate : en effet, si
¢ €I, il existe au plus un entier 1 < k < ny; tel que (zy, dg) soit non nul, et donc

mao; mo; C
LAY < —2 ) < —L30 < —
(25, dg)| < N3 (T, dg)| < - = o
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si n; > m; pour tout j > 1. Il reste a vérifier la propriété (cy) : soit donc i € I' de
poids 1/m; avec i # 2j. On applique les estimées ponctuelles du théoréme 7.1 :

28C . ,
sii < 2j
maj - / mi
|2 ()] < =13 w(n)| <
N2 k=1 10C . ,
sii>2g
maj
et (z;,7;) est donc bien un couple 28C-admissible. O

10.2. Construction d’une suite de moyennes pondérées d’ordre pair

Soit jo > 1. On va maintenant construire une suite de moyennes z;;,, 1 < j < ngj, 1
suivant le principe présenté dans la section 8.1.

Soit d’abord j; > jj tel que myj, o > ngjo_l. Prenons {; =0 et

1 N4jy -2
21,1 = Z45-2 = m4j1—2( Z l’k)

Nyj -2 14

On a im (z1,,) € (0,pn,;,_,)- Soit , € T' donné par le lemme 10.1 : n, est de poids
1/myj, 2, de rang pn,; _,, le couple (21,,,7,) est 28C-admissible et T2 4, (n,) > 6/2.
Posons 7y = py,; _, + 1. Le rang de n, est égal a 7y — 1, im (21,;,) C (0,71) et I'élément
& = (r1,1/majo-1, €}, ) appartient a Ar impair- £0SONS ensuite j, = (&) et prenons I,
suffisamment grand pour que p;, > ry. On considere le vecteur

n4]2

22,1y = m4j2< Z Ik+l2>

Najy =1

On a alors im(2y,1,) € (Prys Pras, +15) S (71, Py, +1,)- Comme la suite (444, )r>1 est encore
une super suite de blocs de méme constante C' que (xy)g>1, on obtient grace au lemme
10.1 un élément 7, de poids 1/myj,, de rang py,;, +1,, tel que le couple (2y,1,,7,) soit
28C-admissible et tel que T'231,(n,) > 6/2. On pose ry = py,; ., + 1. Le rang de 7, est
¢gal &y — 1, im (22,1,) C (r1,72) et & = (r2, &1, 1/majo-1, €} ) appartient & AT impair-
On continue la construction en raisonnant par récurrence sur 2 < ¢ < ngj_1. Si on
suppose que &;_; est déja construit, on pose j; = 0(&_1), et on choisit /; suffisamment
grand pour que le vecteur

77/4]l

Zily = m4jz-< Z Lk, )

Naji k=1
soit tel que im (z; 5,) C (r4-1,75), ou 1; = Pna;,+1; T 1. Gréce au lemme 10.1, on obtient
alors un élément 7; de poids 1/mgy;,_1, de rang r;—1, tel que (2, 7;) est 28C-admissible
et Tz, (n;) > 0/2. L'élément & = (ry, &1, 1/moj, 1, €}.) appartient & AZ | La suite
(finie) (2i,1,)1<i<n,,, , ainsi construite est clairement une suite de blocs bornée. Comme
annoncé dans la section 8.2, nous allons montrer que (z,1,)1<i<n,,, , est en fait une

super suite de blocs.
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LEMME 10.2. — La suite (2i1,)1<i<ny;, , st une super suite de blocs de constante 28C'.

Démonstration. — Comme (z; ;,,7;) est pour tout 1 < i < ngy;_; un couple 28C-
< 28C pour tout 1 < i < ngj,_;. D’autre part, |z, (7')] < 28C/m;
pour tout 7' de poids 1/m; avec 1 < j < 4j; — 2, et pour tout 2 < i <

admissible, ||z,

nojo—1, |ziu(n)| < 28C/m; pour tout n' de poids 1/m; avec j < 4j;. Il suf-
fit donc de vérifier que max im (2,14, ,) < 4j; pour tout 2 < i < ngj,_;. Or
max im (21,;,) <7 et max im(z;_1,, ,) < ri—1 pour tout 3 < i < ngj_1. Dans les
deux cas, max im (z;_1,;,_,) < rang(&-—1) et il suffit donc de vérifier que pour tout
2 <1 < ngjy_1, rang (§;1) < 4j; = 40(&—1). Ceci est une conséquence de I'hypothese
faite sur o que o(§) > rang (§) pour tout £ € I'. O

10.3. Preuve de la propriété (x) pour les moyennes d’ordre impair

La derniere difficulté a surmonter avant de pouvoir conclure la preuve du théoreme
1.1 est de montrer que la suite (2;1,)1<i<n,;,, Vérifie la propriété (x).

Nn2j50—1
LEMME 10.3. — Pour tout £ € I' de poids 1/majo_1, on a Y |z,,(€)] < 364C.
k=1
Démonstration. — Nous avons construit dans la preuve du lemme 10.1 des éléments

& et m, 1 <i < ngj_q, ot & = (1, 1/m2j071>€;1) et & = (1, &i-1,1/majy—1,€;,) pour
2 < i < ngjy—1. L'analyse de fn%_ est donc égale a (Ti,§i7€:h)1§ign2jo_1 et fn%_l est
d’dge ngj,—1. Le poids de ny est égal & 1/myj, o, tandis que celui de n; pour 2 < i <
Najo—1 est égal & 1/myj,. Soit ¢ € I' de poids 1/mgy;,—1. Son analyse est de la forme
(rl, &l 6:;;)1§i§a/ ol 1 < a' < nyj,_1, 1) est de poids 1/myj_y avec myj_o > n3; 4, et n]
pour 2 < i < a’ est de poids 1/ Mg On applique alors la propriété fondamentale des
éléments de poids impair donnée par le lemme 9.2, et on obtient un entier 1 < h < a’
tel que & = & pour tout 1 < i@ < h, et n; et 1; sont de poids différents pour tous
h<i<aetl<j<ng, 1 Onaen particulier (r;,&;, ey )i<icn = (r{,fg,e;;;)lgkh.
Pour tout 1 < k < ngj,—1

1

a’ a’

2k, (5,) = Z <Zk, lg» dz:> + Z <Zk;7lk7 P(Z;717T,)627I;>.

i
i=1 i=1

majo—1

/

Supposons que 1 < k < h. Alors im (2 4, ) C (rg—1,7%), (75_1,7;) = (ri-1,7;) pour tout
1 <i <k, etn, =n On en déduit que

1
261, (€) = T Ze1, (M) =0 pour tout 1 < k < h.
Jo—

On a alors

Nn2j9—1 Nn2j9—1

Yoz @) <z () + Y0 |2k ()]

k=1 k=h+1
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On majore le premier terme par 28C, et on utilise 'analyse de & pour majorer le
deuxieme terme par

Dol ({158 1
s A+ ——— (Pl s €3]
k=h+1i=1 v Majo-1 b ol

2
<ndyr max (1 di|+ —— Py
h<k§n2]‘0_1 2‘70_1
1<i<a’
Rappelons-nous maintenant que le couple (2, ,7m) est 28C-admissible pour tout
1 <k < ngj,—1. Pour majorer la quantité [(z4,,,d )|, on utilise la propriété (ci).
Comme k > 2, n;, est de poids 1/my;, , et donc

. 28C 28C 28C
’<Zk:lk7d§’.>| < < < — :
' Myg,  Maj—2  Nojq

Pour estimer le deuxieéme terme, on utilise le fait que le poids de 7. est différent de
celui de n;, pour tout 1 < i < a, et la propriété (c3) : on obtient
336C
(Pt oy 2 s € )| £ —————
M4 A (451 ~2)
et
336C .
(P any2ma eq)] £ ——— si2<i<d,
o ' Mgy nag!
Dans les deux cas

336C' 336C'
< .

— 2
M4y -2)A(45,-2)  N2jo—1

(Pl )2, s € | <

n2j5—1

On obtient donc que Y |z, (&')] < 364C, ceci pour tout & € T' de poids 1/maj,_1,
k=1

et cela acheve la preuve du lemme 10.3. O

10.4. Fin de la preuve du théoréme 1.1

Maintenant que 'estimée (*) est prouvée pour les éléments de poids impair 1/maj,_1,
il ne nous reste plus qu’a conclure comme dans la section 8.2. On considere la moyenne

d’ordre impair
1 n2]0 1

Z SN

n2]() 1 —

Wy,

La suite (2k,1,)1<k<ny;, o ¢tant une super sulte de blocs de constante 364C" vérifiant
la propriété (x) pour les éléments de poids 1/magj,—1, le theoreme 7.2 implique que
[wjol| < 36400/m%j0—1'
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Minorons maintenant ||T'wj,||. Pour tout 1 < k < ngj,—1, T2, (M) > /2. Si on
considere I'élément &, , défini dans la preuve du lemme 10.1 et dont I'analyse est

(7is §is 1/majo—1, €5 )1<i<ng, 15 O0 &

1 1 "t )
T (Guny) = (o Y T () >

Majo—1 \N250—1  j = 2maj,—1

On en déduit que

3640C ||T|| )
et donc que 5 >
2m2j0_1 Myjo—1 2m2j0—1

[ Twjo|| >

ce qui est contradictoire si jo est choisi suffisamment grand au début de la preuve. Le
théoreme 1.1 est donc prouvé.
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