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SIMPLICITE

Définition. Un groupe non trivial G est simple s’il vérifie les
conditions équivalentes suivantes :

» tout sous-groupe distingué H < G est égal & {1} ou a G;
(distingué : Vg € G,Vx € H,grg™' € H).

» tout morphisme de groupes G — G’ est constant ou injectif.



POURrQuoOI1?

The Periodic Table Of Finite Simple Groups

Dynkin Diagrams of Simple Lie Algebras

=
2By(2%) | *Fy(2)

26,(3%)

2By(2%) | 2Fy(2%)

B,(27) | 2y (2)

26,57)

=
RGN ) ) @
PR ittt | evomenn
D At G
Taan A i e
My | Mg | Mp | Mn | M | R h b I Hs | MeL | He | Ru
S o B
B oo [ T = I [ R TR =R P P i
sz | oN | Co | Co | con | BN | W | Fin | Fin | F | B

fig : I. Andrus




Dans le groupe G = Isom(R?),



Dans le groupe G = Isom(R?),
» signe: G — {£1} ouencore Isom,(R?) < G.



Dans le groupe G = Isom(R?),
» signe: G — {£1} ouencore Isom,(R?) < G.
» R2~T CG.



Dans le groupe G = Isom(R?),

» signe: G — {£1} ouencore Isom,(R?) < G.
» R2~T CG.

» Go={f € G| f(0) =0} nest pas distingué.

f



Dans le groupe G = Isom(R?),

» signe: G — {£1} ouencore Isom,(R?)<G.
» R2~T CG.

» Go={f € G| f(0) =0} nest pas distingué.

:\f



Dans le groupe G = Isom(R?),

» signe: G — {£1} ouencore Isom,(R?)<G.
» R2~T CG.

» Go={f € G| f(0) =0} nest pas distingué.




GROUPES D’HOMEOMORPHISMES

» Homéo(R) est-il simple ?



GROUPES D’HOMEOMORPHISMES

» Homéo(R) est-il simple ?

Non. Homéo, (R) < Homéo(R).



GROUPES D’HOMEOMORPHISMES

» Homéo(R) est-il simple ?

Non. Homéo, (R) < Homéo(R).

» Homéo (R) est-il simple ?



GROUPES D’HOMEOMORPHISMES

» Homéo(R) est-il simple ?

Non. Homéo, (R) < Homéo(R).

» Homéo (R) est-il simple ?

Non. {f € Homéo, (R) |Vz > 0, f(x) = z} < Homéo, (R).



GROUPES D’HOMEOMORPHISMES

» Homéo(R) est-il simple ?

Non. Homéo, (R) < Homéo(R).

» Homéo (R) est-il simple ?

Non. {f € Homéo, (R) |Vz > 0, f(x) = z} < Homéo, (R).

» Homéo.(R) est-il simple ?



GROUPES D’HOMEOMORPHISMES

» Homéo(R) est-il simple ?

Non. Homéo, (R) < Homéo(R).

» Homéo (R) est-il simple ?

Non. {f € Homéo, (R) |Vz > 0, f(x) = z} < Homéo, (R).

» Homéo.(R) est-il simple ?

Oui.
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Soit M une variété compacte sans bord de dimension n > 1.
» Homéo(M) est-il simple ?

Non en général.

Homéo(M) — Aut (m1(M)), Homéo(M) — Aut(H.(M))...

Homéoy(M) < Homéo(M).

» Homéoy(M) est-il simple ?

Oui.



M variété connexe.

Théoréme. Le groupe Homéo (M) est simple.



Théoréme. Le groupe Homéo, (S*) = Homéog(S!) est simple.
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DEMONSTRATION : ETAPE 1

Soit {id} # N < Homéo, (S1).

I,J C S! segments disjoints.

Alors il existe n € N tel que n[l] = J.

» ng € N:xz— ng(x) #x;

» noll'l=J et I'NJ =9;

» f € Homéo,(SY): f[I] =T,
no(x) fl=J.

» n=f"Inf € N convient.
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DEMONSTRATION : ETAPE 2

I,J C S! segments disjoints. On a
n € N tel que n[I] = J.

f € Homéo (S') : supp(f) C I

L’élément f;=n"' f~Inf e N
coincide :

» avec f sur [;

» avec n” L f~In sur J;

» avec l'identité ailleurs.
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I,J,K C S! segments disjoints.

supp(fs)CITUJ

N
fJ)gKE et {Supp(fJ)QIUJ

(f,9]:=faf tg~t =[fr.9x] € N.

Ainsi, Gl[: <[f7.g]|f7g€ GI> CN.



DEMONSTRATION : ETAPE 3

I,J,K C S! segments disjoints.

supp(fs)CITUJ
supp(fy) STUJ

f1,9xk € N et {
[f,9] == fgftgt =1[fs,9x] € N.
AiDSi, GII = <[f7g] |f7g € GI> c N.

Lemme. Homéo.(R) est parfait :
" =Gr.
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Z12

T23

€31

f~id= f(:BZ]) € Iij =1;N Ij.
On prend g;; € Homéo (S1),

coincidant avec f au voisinage de
x;j et de support inclus dans I;;.

h = (g12923931) "' f € G1,GL, G,
donc f € (Gr,,Gr,, Gry)-

Homéo+(51) - (GI17G127 GI3>'



DEMONSTRATION : 5 — PERFECTION LOCALE

Soit f € Homéo.(R).



DEMONSTRATION : 5 — PERFECTION LOCALE

Soit f € Homéo.(R).

» Fix(f) = Fix(f?)
(\V/t € ]l’o,xl[,f(t) > t) = (\V/t € ]l’o,ﬂ?l[,f(t) > t).



DEMONSTRATION : 5 — PERFECTION LOCALE

Soit f € Homéo.(R).
» Fix(f) = Fix(f?)

(\V/t S ]l’o,xl[,f(t) > t) = (\V/t S ]l’o,ﬂ?l[,f(t) > t).
> [=gf""



DEMONSTRATION : 5 — PERFECTION LOCALE

Soit f € Homéo.(R).

» Fix(f) = Fix(f?)
(\V/t € ]l’o,xl[,f(t) > t) = (\V/t € ]l’o,ﬂ?l[,f(t) > t).

» f=gf%¢ ! donc f~1 = gf2¢g~! donc

f=af ¢ =19, 177
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LES INGREDIENTS

G = Diff*(M).

» Argument de transitivité : boules B; B ~~ B’.

©

» Perfection locale : G; ~ Diff2°(R"™) parfait.
() (Thurston, Mather)

» Fragmentation : G = (Gp,,...,GpB,).
() (partition de I'unité)

Question ouverte : Diff2 (S1) est-il simple ?
+
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FONCTIONNELLE D’ENERGIE

M variété riemannienne compacte, connexe.

On a une fonctionnelle d’énergie
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FONCTIONNELLE D’ENERGIE

M variété riemannienne compacte, connexe.
On a une fonctionnelle d’énergie
I°F {AM = C%SY, M) — R
' oY = Jo e/ ()] dt,
dont les points critiques sont les géodésiques.

Théoréme (Cartan, Hadamard, ...). Toute composante « non
constante » de AM contient au moins une vraie géodésique.

Idée (Morse). Méme si M est simplement connexe, la topologie
de AM force I'existence de points critiques (non constants) de
E, et donc de (vraies) géodésiques.



Soit M une variété compacte.

Toute fonction lisse non constante f : M — R posséde au moins
deux points critiques.



Théoréme. Toute fonction lisse non constante f : 72 — R

posséde au moins trois points critiques.
A :

NG

fig : M. Audin, M. Damian fig : C. Curtis

{Rz/ﬂ'Z2 —
(z,y) + sin(z)sin(y) sin(z + y).
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f € C®(M) est de Morse si, en tout point p € Crit(f), la
hessienne H¢(p) est non dégénérée.

Lemme de Morse. Autour d’un point critique de Morse,

2 2 2 2
f(x].’"'uzcn):_1'1—"'—$U+$y+1+...+xn.

AN

fig : M. Audin, M. Damian

Théoréme. L’ensemble des fonctions de Morse est un ouvert

dense de C*°(M).



INEGALITES DE MORSE

Théoréme. Toute fonction de Morse sur M posséde au moins
> ko Be(M) points critiques.

ﬁk(M) = dimFQ Hk(M;Fg).



HOMOLOGIE

Etant donné une variété M, on peut lui associer un compleze

Co(M), c’est-a-dire :

» des espaces vectoriels C (M), k € N;

» des applications linéaires 0 : C (M) — Ci_1(M) telles que
ak o 8k+1 =0.

Cela définit une homologie He(M) en posant
Hk(M) = (ker 8k)/(1m8k+1)

Par exemple, si M est triangulée, Czimp(M ) posséde une base en
bijection avec les k-simplexes de M.
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Théoréme. Etant donné une variété M et une fonction de
Morse f, il existe un complexe Co(f) = CMO™¢(M, f) tel que

» C(f) posséde une base en bijection avec les points critiques
d’indice k de f.
» Co(f) calcule I'homologie de M.

Corollaire. La fonction f posséde au moins S (M) points
critiques d’indice k.



INEGALITES DE MORSE

Théoréme. Etant donné une variété M et une fonction de

Morse f, il existe un complexe Co(f) = CMO™¢(M, f) tel que

» C(f) posséde une base en bijection avec les points critiques
d’indice k de f.

» Co(f) calcule I'homologie de M.

Corollaire. La fonction f posséde au moins S (M) points
critiques d’indice k.
n n n
Mieux : ch(f)Xk = Zﬂk(M)Xk +(1 —I—X)Z ar X"
k=0 k=

~—
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fig : M. Audin, M. Damian




DEUXIEME EXEMPLE

N2

fig : M. Audin, M. Damian




DEUXIEME EXEMPLE

N2

fig : M. Audin, M. Damian



MORPHISMES DE BORD

Un champ de vecteurs X sur M est un pseudo-gradient de f si :

» Vpe M\ Crit(M),d,f(Xp) <0;

» X est 'opposé du gradient de f dans une carte de Morse
autour de p € Crit(M).

fig : M. Audin, M. Damian



On fixe un pseudo-gradient X de f.

Toutes les trajectoires de X vont d’un point-critique a l'autre.



On fixe un pseudo-gradient X de f.

Toutes les trajectoires de X vont d’un point-critique a l'autre.

Sous une certaine condition de généricité, I’ensemble des
trajectoires de a & b modulo reparamétrage est une variété

(p(t) t——00
olt) —— } /R

Z(a,b) = {go : R — M trajectoire de X

de dimension indice(a) — indice(b) — 1.



COMPLEXE DE MORSE

dim .Z(a, b) = indice(a) — indice(b) — 1.

On définit O : Ciy1(f) = Fo[Critg41(f)] — Fa[Critx(f)] en
posant

O(a)= Y |Z(ab)beCrlf).

beCrity, (f)



DEUXIEME EXEMPLE

2K Co(f) =Faa
a C1(f) =Fab
Co(f) =Focd Fad

i 61b:2a:0

(920 = 82d =b
v _ Ho(S?) = Hy(5%) =T,
Hy(S?) = 0.

fig : M. Audin, M. Damian



TROISIEME EXEMPLE

d
d o ¢ P d
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b
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ez
d ® c = d
a

fig : M. Audin, M. Damian



TROISIEME EXEMPLE

d
d o ¢ P d
a - @
b
& 1 & &
ez
d ® c = d
a

fig : M. Audin, M. Damian

En perturbant, 0 = 0.



0*=0

(Ok © Ok11)(a) = Z |_| Z(a,b) x Z(b,c)| c.

ceCrity_1 (f) |beCrity (f)

¢
‘.
(5] 1‘

fig : M. Audin, M. Damian



HOMOLOGIE DE FLOER

Andreas Floer
1956-1991

WITTEN’S COMPLEX AND
INFINITE DIMENSIONAL MORSE THEORY

ANDREAS FLOER

and [3], we studied the Morse theory for the symplectic action function
on the space Q(L, L') of smooth paths in P connecting L and L’. More
precisely, the symplectic action a is defined on the universal covering Q
of Q by the condition

1
da(2)é = [0 w(2(1), &) dt.

an almost Kihler structure. Then we consider for each pair (x;,x_) of
intersections of L and L' the set

4.2
(szx,,x,) ={u:Rx[0,1]— P|(1) u(R x {0}) C L;
(2) uRx {1}) c L%
(3) lim wu(t,t)=x+ forallte[0,1];
100
(4) 8,u =0}
Here, 8, is the Cauchy-Riemann operator

Fu(z,1) = a—“’;:—” + Jy{ur, z))%‘



HOMOLOGIE PERSISTANTE

fig : J. Lafontaine

Si f est une fonction (par exemple de
Morse), on a des applications linéaires

Tab - H*(Mga) — H*(Mgb), a < b

induites par l'inclusion M¢, — M.



CODE-BARRES

Un module de persistence de type fini est la donnée (V, ) :

» d’'une collection V' = (V}),cp d’espaces vectoriels de
dimension finie ;

» d’une collection m = (7)., d’applications linéaires
st Vs — Vi vérifiant Vs <t < rymep = M 0 Mgt

vérifiant

» tous les t € R sauf un nombre fini sont ordinaires : 7, est
un isomorphisme pour tous s < r au voisinage de ¢;

» pour tout £ € R, si r > t est suffisamment proche de ¢, alors
¢ est un isomorphisme;

» Vs =0 pour s < 0.



Etant donné un intervalle semi-ouvert I = [a,b[, on a un module
de persistence M; = (V,7) donné par
» V,=Ksitel, et est nul sinon;

» 7, est I'identité quand c’est possible et est nulle sinon.

Proposition. Tout module de persistence de type fini se
décompose comme une somme directe de modules Mj.



" .

fig : M. Audin, M. Damian

Cela permet de définir le code-barres
d’un module de persistance (ou d’une

fonction de Morse).




fig : V. Humiliére

On a une distance dpo sur
I’ensemble des code-barres.

d(B, B") < 4 : modifications
d’amplitude < § autorisées

(y compris ajout/suppression
d’intervalles de longueur < 296).



STABILITE

Théoréme. dy (B, B') < § équivaut a I'existence d’un
« 0-entrelacement » entre les modules de persistance
F: V=V, G: V' = V[ :

F G[d] Ja F[6]

v V/[5] —— V[26] Vv Vo]

déc. déc.



STABILITE

Théoréme. dy (B, B') < § équivaut a I'existence d’un
« 0-entrelacement » entre les modules de persistance
F: V=V, G: V' = V[ :

P vrs GOl g v v F g

V

déc. déc.

Corollaire. (Cohen-Steiner, Edelsbrunner, Harer).

dpot ('@(f>v'%)(g)) < Hg - f“CO'






