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Simplicité de groupes de transformations



Simplicité

Définition. Un groupe non trivial G est simple s’il vérifie les
conditions équivalentes suivantes :
I tout sous-groupe distingué H 6 G est égal à {1} ou à G ;

(distingué : ∀g ∈ G, ∀x ∈ H, gxg−1 ∈ H).
I tout morphisme de groupes G→ G′ est constant ou injectif.
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with the following exceptions:
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∼= A3(2) and A2(4) of order 20160.

The groups starting on the second row are the clas-
sical groups. The sporadic suzuki group is unrelated
to the families of Suzuki groups.
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Dans le groupe G = Isom(R2),

I signe : G→ {±1} ou encore Isom+(R2) 6 G.
I R2 ' T 6 G.
I G0 = {f ∈ G | f(0) = 0} n’est pas distingué.
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Groupes d’homéomorphismes

I Homéo(R) est-il simple ?

Non. Homéo+(R) 6 Homéo(R).

I Homéo+(R) est-il simple ?

Non. {f ∈ Homéo+(R) | ∀x� 0, f(x) = x} 6 Homéo+(R).

I Homéoc(R) est-il simple ?

Oui.
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Soit M une variété compacte sans bord de dimension n > 1.

I Homéo(M) est-il simple ?

Non en général.
Homéo(M)→ Aut (π1(M)), Homéo(M)→ Aut(H∗(M)) . . .

Homéo0(M) 6 Homéo(M).

I Homéo0(M) est-il simple ?
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M variété connexe.

Théorème. Le groupe Homéoc,0(M) est simple.



M variété connexe.

Théorème. Le groupe Homéo+(S1) = Homéo0(S
1) est simple.



Démonstration : étape 1

I

J

I ′
J ′

x

n0(x)

Soit {id} 6= N 6 Homéo+(S1).

I, J ⊆ S1 segments disjoints.
Alors il existe n ∈ N tel que n[I] = J .

n0 ∈ N : x 7→ n0(x) 6= x ;
n0[I

′] = J ′ et I ′ ∩ J ′ = ∅ ;
f ∈ Homéo+(S1) : f [I] = I ′,
f [J ] = J ′.
n = f−1nf convient.
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Démonstration : étape 2

f ∈ GI

J

n

I, J ⊆ S1 segments disjoints. On a
n ∈ N tel que n[I] = J .

f ∈ Homéo+(S1) : supp(f) ⊆ I

L’élément fJ = n−1 f−1nf ∈ N
coïncide :

I avec f sur I ;
I avec n−1f−1n sur J ;
I avec l’identité ailleurs.
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Démonstration : étape 3

f, g ∈ GI

J

K

I, J,K ⊆ S1 segments disjoints.

fJ , gK ∈ N et
{

supp(fJ)⊆ I ∪ J
supp(fJ)⊆ I ∪ J

[f, g] := fgf−1g−1 = [fJ , gK ] ∈ N .

Ainsi, G′I =
〈
[f, g]

∣∣ f, g ∈ GI〉 ⊆ N .

Lemme. Homéoc(R) est parfait :
G′I = GI .
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Démonstration : 4 – fragmentation

I1

I2

I3

x12

x23

x31

f ' id⇒ f(xij) ∈ Iij := Ii ∩ Ij .

On prend gij ∈ Homéo+(S1),
coïncidant avec f au voisinage de
xij et de support inclus dans Iij .

h = (g12g23g31)
−1f ∈ GI1GI2GI3 ,

donc f ∈ 〈GI1 , GI2 , GI3〉.

Homéo+(S1) ⊆ 〈GI1 , GI2 , GI3〉.
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Homéo+(S1) ⊆ 〈GI1 , GI2 , GI3〉.



Démonstration : 4 – fragmentation

I1

I2

I3

x12

x23

x31

f ' id⇒ f(xij) ∈ Iij := Ii ∩ Ij .

On prend gij ∈ Homéo+(S1),
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Démonstration : 5 – perfection locale

Soit f ∈ Homéoc(R).

I Fix(f) = Fix(f2)(
∀t ∈ ]x0, x1[ , f(t) > t

)
⇒
(
∀t ∈ ]x0, x1[ , f(t) > t

)
.

I f = gf2g−1 donc f−1 = gf−2g−1 donc

f = gf−2g−1f2 = [g, f−2].
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I Fix(f) = Fix(f2)(
∀t ∈ ]x0, x1[ , f(t) > t

)
⇒
(
∀t ∈ ]x0, x1[ , f(t) > t

)
.

I f = gf2g−1 donc f−1 = gf−2g−1 donc

f = gf−2g−1f2 = [g, f−2].



Démonstration : 5 – perfection locale

Soit f ∈ Homéoc(R).
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Les ingrédients

G = Homéo+(S1).

I Argument de transitivité : segments I ; I  I ′.

I Perfection locale : GI ' Homéoc(R) parfait.

I Fragmentation : G = 〈GI1 , . . . , GIr〉.
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Homologie

de Morse



Fonctionnelle d’énergie

M variété riemannienne compacte, connexe.

On a une fonctionnelle d’énergie

E :

{
ΛM := C0(S1,M)→ R

α 7→
∫
S1 ‖α′(t)‖2 dt,

dont les points critiques sont les géodésiques.

Théorème (Cartan, Hadamard, ...). Toute composante « non
constante » de ΛM contient au moins une vraie géodésique.

Idée (Morse). Même si M est simplement connexe, la topologie
de ΛM force l’existence de points critiques (non constants) de
E, et donc de (vraies) géodésiques.
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Soit M une variété compacte.

Toute fonction lisse non constante f : M → R possède au moins
deux points critiques.



Théorème. Toute fonction lisse non constante f : T 2 → R
possède au moins trois points critiques.

fig : M. Audin, M. Damian fig : C. Curtis

{
R2/πZ2 → R
(x, y) 7→ sin(x) sin(y) sin(x+ y).



Une page de publicité



f ∈ C∞(M) est de Morse si, en tout point p ∈ Crit(f), la
hessienne Hf (p) est non dégénérée.

Lemme de Morse. Autour d’un point critique de Morse,

f(x1, . . . , xn) = −x21 − · · · − x2ν + x2ν+1 + · · ·+ x2n.

fig : M. Audin, M. Damian

Théorème. L’ensemble des fonctions de Morse est un ouvert
dense de C∞(M).
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Inégalités de Morse

Théorème. Toute fonction de Morse sur M possède au moins∑n
k=0 βk(M) points critiques.

βk(M) := dimF2 Hk(M ;F2).



Homologie

Étant donné une variété M , on peut lui associer un complexe
C•(M), c’est-à-dire :

I des espaces vectoriels Ck(M), k ∈ N ;
I des applications linéaires ∂k : Ck(M)→ Ck−1(M) telles que
∂k ◦ ∂k+1 = 0.

Cela définit une homologie H•(M) en posant
Hk(M) =

(
ker ∂k

)
/
(

im ∂k+1

)
.

Par exemple, si M est triangulée, Csimp
k (M) possède une base en

bijection avec les k-simplexes de M .



Inégalités de Morse

Théorème. Étant donné une variété M et une fonction de
Morse f , il existe un complexe C•(f) = CMorse(M,f) tel que
I Ck(f) possède une base en bijection avec les points critiques

d’indice k de f .
I C•(f) calcule l’homologie de M .

Corollaire. La fonction f possède au moins βk(M) points
critiques d’indice k.

Mieux :
n∑
k=0

ck(f)Xk =
n∑
k=0

βk(M)Xk + (1 +X)
n∑
k=0

ak︸︷︷︸
>0

Xk.
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Premier exemple

fig : M. Audin, M. Damian

C0(f) = F2 a
C1(f) = {0}
C2(f) = F2 b

∂1 = 0
∂2 = 0

H0(S
2) = F2[a]

H1(S
2) = 0.

H2(S
2) = F2[b].
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Deuxième exemple

fig : M. Audin, M. Damian

C0(f) = F2 a
C1(f) = F2 b
C2(f) = F2 c⊕ F2 d

∂1 =
∂2 =

H0(S
2) =

H1(S
2) =

H2(S
2) =



Deuxième exemple

fig : M. Audin, M. Damian

C0(f) = F2 a
C1(f) = F2 b
C2(f) = F2 c⊕ F2 d

∂1 = 0...
∂2 6= 0

H0(S
2) =

H1(S
2) =

H2(S
2) =



Morphismes de bord
Un champ de vecteurs X sur M est un pseudo-gradient de f si :
I ∀p ∈M \ Crit(M), dpf(Xp) < 0 ;
I X est l’opposé du gradient de f dans une carte de Morse

autour de p ∈ Crit(M).

fig : M. Audin, M. Damian



On fixe un pseudo-gradient X de f .

Toutes les trajectoires de X vont d’un point-critique à l’autre.

Sous une certaine condition de généricité, l’ensemble des
trajectoires de a à b modulo reparamétrage est une variété

L (a, b) =

{
ϕ : R→M trajectoire de X

∣∣∣∣∣ ϕ(t) −−−−→
t→−∞

a

ϕ(t) −−−−→
t→+∞

b

}/
R

de dimension indice(a)− indice(b)− 1.
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Complexe de Morse

dim L (a, b) = indice(a)− indice(b)− 1.

On définit ∂k : Ck+1(f) = F2[Critk+1(f)]→ F2[Critk(f)] en
posant

∂k(a) =
∑

b∈Critk(f)

|L (a, b)| b ∈ Ck(f).



Deuxième exemple

fig : M. Audin, M. Damian

C0(f) = F2 a
C1(f) = F2 b
C2(f) = F2 c⊕ F2d

∂1b = 2a = 0
∂2c = ∂2d = b

H0(S
2) = H2(S

2) = F2

H1(S
2) = 0.



Troisième exemple

fig : M. Audin, M. Damian

En perturbant, ∂ = 0.
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En perturbant, ∂ = 0.



∂2 = 0

(
∂k ◦ ∂k+1

)
(a) =

∑
c∈Critk−1(f)

∣∣∣∣∣∣
⊔

b∈Critk(f)

L (a, b)×L (b, c)

∣∣∣∣∣∣ c.

fig : M. Audin, M. Damian



Homologie de Floer

Andreas Floer
1956-1991



Homologie persistante

fig : J. Lafontaine

Si f est une fonction (par exemple de
Morse), on a des applications linéaires

πa,b : H∗(M6a)→ H∗(M6b), a 6 b

induites par l’inclusion M6a →M6b.



Code-barres

Un module de persistence de type fini est la donnée (V, π) :
I d’une collection V = (Vt)t∈R d’espaces vectoriels de

dimension finie ;
I d’une collection π = (πs,t)s6t d’applications linéaires
πs,t : Vs → Vt vérifiant ∀s 6 t 6 r, πs,r = πt,r ◦ πs,t

vérifiant
I tous les t ∈ R sauf un nombre fini sont ordinaires : πs,r est

un isomorphisme pour tous s 6 r au voisinage de t ;
I pour tout t ∈ R, si r > t est suffisamment proche de t, alors
πt,r est un isomorphisme ;

I Vs = 0 pour s� 0.



Étant donné un intervalle semi-ouvert I = [a, b[, on a un module
de persistence MI = (V, π) donné par
I Vt = K si t ∈ I, et est nul sinon ;
I πs,t est l’identité quand c’est possible et est nulle sinon.

Proposition. Tout module de persistence de type fini se
décompose comme une somme directe de modules MI .



fig : M. Audin, M. Damian

Cela permet de définir le code-barres
d’un module de persistance (ou d’une
fonction de Morse).

a

b c

d

B(f)



fig : V. Humilière

On a une distance dbot sur
l’ensemble des code-barres.

d(B,B′) 6 δ : modifications
d’amplitude 6 δ autorisées

(y compris ajout/suppression
d’intervalles de longueur 6 2δ).



Stabilité

Théorème. dbot(B,B′) 6 δ équivaut à l’existence d’un
« δ-entrelacement » entre les modules de persistance
F : V → V ′[δ], G : V ′ → V [δ] :

V V ′[δ] V [2δ]
F G[δ]

déc.

V ′ V [δ] V ′[2δ]
F F [δ]

déc.

Corollaire. (Cohen-Steiner, Edelsbrunner, Harer).

dbot
(
B(f),B(g)

)
6 ‖g − f‖C0 .
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Merci !


