Thomas Gobet

Institut Denis Poisson, Université de Tours

Séminaire Bourbaki du vendredi,
IHP, Paris,
17 juin 2022.

DA

Groupes de
tresses, groupes
d’Artin, groupes
de Garside : une

introduction
Thomas Gobet

Tresses
géométriques

Mots de tresses

L'approche de
Garside

Groupes d'Artin

Monoides et
groupes de Garside

Le type sphérique



Tresses géométriques

Soit I =[0,1], n > 2. Une tresse géométrique a n brins est un
sous-ensemble 8 C R? x I constitué de n espaces topologiques
disjoints homéomorphes a I (appelés "brins"), tels que

» La projection R? x I — [ restreinte 3 chaque brin est un
homéomorphisme,

> BN (R? x {0}) ={(i,0,0) | i =1,...,n},
> BN (R2 x {1}) = {(i,0,1) | i =1,...,n}.
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Une tresse géométrique a 5
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Tresses géométriques, |l

» Deux tresses géométriques a n brins 3, 5 sont isotopes
(noté B ~ ') si 8 peut étre déformée continliment en
B’ dans I'ensemble des tresses géométriques a n brins.
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» On pose B,, = {tresses géométriques a n brins}/ ~.

» On peut définir un produit 33’ de deux tresses
géométriques a n brins 3, 8/ par concaténation.
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Tresses géométriques, Il

Proposition (Artin 1925)

Le produit de tresses géométriques est compatible avec la
relation d’'équivalence ~. Il induit une structure de groupe

sur BB,,.
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Mots de tresses

» Existe-t-il un algorithme permettant de déterminer en
temps fini si deux tresses a n brins sont isotopes ?
» Posons

Bn:<017"'70n—1

0;00; = 050,04 Si |Z —]‘ = 1,
0,0 = 005 si |Z —]| > 1.
Théoreme (Artin 1925)

On a B,, = B,,. L’isomorphisme envoie o; sur la (classe

d’isotopie de) la tresse ol tous les brins sont verticaux sauf

le (i 4+ 1)™¢ qui croise le 1™ une seule fois (par-dessous).

brin ¢

g; —
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Mots de tresses, |l e e

d’Artin, groupes
de Garside : une
introduction

» Chaque élément 8 de B,, posséde une infinité de mots Thomas Gobet
en les aiﬂ qui le représente. Résoudre le probleme

d'isotopie des tresses dans B,, revient ainsi a résoudre le

probléme des mots dans B, i.e., a exhiber un Mots de tresses
algorithme permettant en temps fini de déterminer si

deux mots de tresses représentent le méme élément de

B, (de fagon équivalente, de déterminer si un mot en

les az?tl représente la tresse triviale).

Théoreme (Artin 1925, 1947)
Le groupe B,, admet une solution au probléme des mots.
(idée : B,, = B, agit sur le groupe fidele. Pour 8 € B, il suffit alors

libre F,, = (X1, Xo,..., X,) par de vérifier si 5 - X; = X; pour
automorphismes. Cette action est  tout ¢ pour déterminer si 3 = 1).



U 0 Groupes de
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» Le monoide de tresses positif est défini par
Thomas Gobet
. L. =1 +
0i0j0; = 0005 Si |i — j| = ,>

B+: 01ye..,0n—-1 P .
n ’ o 0;0; = 0504 SI ’Z—]| > 1.

» Le probléme des mots est trivial dans B;'. L'approche de
Garside

Théoreme (Garside 1969)

Le monoide B;" se plonge dans B,,.

(Interprétation géométrique : si deux tresses avec uniquement des

croisements positifs sont isotopes, alors il existe une isotopie qui

transforme I'une en I'autre sans ajouter de croisements négatifs)

» En effet, B,‘f Vérifie les conditions de Ore : il est

simplifiable a gauche et a droite ((ab=ac = b=c) et
(ba = ca = b = c)), et toute paire d'éléments admet un
multiple commun a droite/gauche. Il s'injecte donc dans
son groupe de fractions, qui est de méme présentation,
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» On peut donc écrire tout élément

_

B € B, sous la forme 7'y ou uv™1!, Thomas Gobet
avec r,y,u,v € B, /
» En pratique : soit
A =01(0901) -+ (0p—10n—2 - 0201) Ve o
. . . . appl’oc e de
» On se convainc que pour tout 4, il existe / Garside
R(o;) € B;t tel que A = o;R(03).
» Ona Ao; A~ = o,,_; pour tout i. /
> Soit 0;/ 07} -+ 07" € By, avec Ve
g; € {£1}. Sig;; = —1, on remplace

al-;l par R(o;;)A~". On déplace ensuite S
tous les A1 3 droite. "

Exemple

Soit 8 = Uflogafl € B3. On a A = 010901, R(01) = 0907.

o7 toyor ! ~ R(01) A" oo R(01) AT ~ R(01)oioa A2
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» Grace a la procédure ci-dessus, on peut écrire tout 5 € B, e Gl
sous la forme uv™! avec u,v € B,. Déterminer si 3 =1
revient a déterminer si ©u = v dans B,f, ce qui devient trivial.
~> solution alternative au probleme des mots.

st o L'approche de
Def'n'tlon Garside

Soient a,b € BX. On dit que a divise b & gauche (ou que b est un
multiple de a a droite) s'il existe c dans B,\ tel que ac =b. On
définit de méme la division a droite.

Théoreme (Brieskorn-Saito 1972)
Le monoide B," muni de la relation d'ordre <¢ (resp. <p) induite

par la divisibilité a gauche (resp. a droite) forme un treillis.

» On peut ainsi représenter tout élément 5 € B,, sous la forme
d’'une unique fraction zy~! irréductible, i.e., ol x et y sont
sans facteur commun a droite.



Quelques propriétés de A

>

>

L'élément A est le ppcm (a droite ou a gauche) des
générateurs 01,09,...,0,_1.

Les diviseurs a gauche de A coincident avec ses
diviseurs a droite. Ce sont les tresses positives simples,
i.e., les tresses qu'on peut représenter par une tresse
géométrique ou tous les croisements sont positifs, et ou
deux brins distincts se croisent au plus une fois. Elles
engendrent B, et sont en bijection avec les
permutations de {1,2,...,n}. On appelle un élément
A d'un monoide avec ces propriétés un élément de
Garside.

En remplacant le systeme de générateurs
{o1,09,...,0n_1} par Div(A), on obtient (par le
méme type de mécanismes) des solutions plus efficaces
au probleme des mots.
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Centre et absence de torsion

Théoreme (Chow 1948, Garside 1969)
On a Z(B,) = (A?) = Z pour n > 3.

» On peut étendre I'ordre < (ou <p) a B,, en imposant
r<gyezrlyeBf (ouz<py<yr~!eBr). On
obtient ainsi une structure de treillis sur B,,.

Théoreme (Fox-Neuwirth 1962)

Le groupe B,, est sans torsion.

Démonstration.

Soit 8 € B,,. Supposons que 8™ = 1 pour un m > 0.

Considérons le ppcm P (a droite) de {1,4,52,...,3™ '}

Alors 3P est le ppcm de {3, 32, 3%,..., 3™} et donc
—~—

=1
BP = P, ce qui force g = 1. Ol
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Généralisation : les groupes d'Artin

» Soit I un graphe simple d’ensemble de sommets S, ou
toute aréte (s,t) est étiquetée par un élément
Mmst = Mys de Z>3 U {400}. Si s et t ne sont pas reliés
par une aréte on pose mg = 2. On définit le groupe
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s2=1Vse S,
Wp—<seS| sts--: = st vs¢tes>,
N N — Groupes d'Artin

mst facteurs mes facteurs

ol il est entendu qu'aucune relation n'est imposée entre
s ettsi mg =mys =+o00. Clest un groupe de Coxeter.

Exemples

1. Si |S| =2, alors Wr est un groupe diédral.

3 3 3
2. SiT= 1792 —%5%"1 oW =63,

(si = (i, + 1)). La présentation obtenue est la prés.
d'Artin de B,, avec les relations 02 = 1 en plus.



Généralisation : les groupes d'Artin, Il Groupes de
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» Soit (W, S) un systéme de Coxeter. Le groupe d'Artin introduction
associé a (W, S) est le groupe By engendré par une Thomas Gobet
copie S de S de présentation
BW:<SES' sts--- = tst.-- Vs#t€S>

S~ S——
mst facteurs mys facteurs
> Le monoide d'Artin (ou monoide positif) By}, est Sroues & ity
Jr
B;“V:<SES’ sts--- = tst--- Vs;étES>
SN—— SN——

mst facteurs mes facteurs
Exemple

1. Ona B@n = Bn-

2. Lorsque (W, S) est universel, i.e., lorsque mg = 00
Vs #t €S, alors By est isomorphe au groupe libre a
|S| générateurs.



Conjectures et questions (algébriques) e
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Conjecture

Thomas Gobet
Tout groupe d’Artin Byy admet une solution au probléme des
mots.

Conjecture

Tout groupe d’'Artin Byy est sans torsion. _
Groupes d'Artin

Conjecture
Tout groupe d'Artin By, avec W = Wr infini et irréductible (i.e.,

W est infini et I est connexe) posséde un centre trivial.

Question

Tout groupe d’Artin By est-il linéaire ?

Conjecture (Rouquier, 2004)

Tout groupe d’Artin est 2-linéaire.



Liens entre les conjectures

» || existe des liens entre ces conjectures. La 2-linéarité
implique une solution au probleme des mots, tout
comme la linéarité (sous de bonnes hypothéses sur le
corps de base).

» L'absence de torsion et la conjecture sur le centre sont
un corollaire d'une autre conjecture, la conjecture du
K(m,1).

» En type sphérique, i.e., lorsque W est fini, toutes ces
conjectures et questions sont résolues. Toutes peuvent
s'obtenir par une généralisation de I'approche et des
techniques de Garside...
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Groupes de

Axiomatisation : les monoides de Garside trecsse. groupes

d’Artin, groupes
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Déf|n|t|0n (Dehornoy_Paris 1999) introduction

Thomas Gobet
Un monoide M est un monoide de Garside si
1. M est simplifiable a gauche et a droite,
2. Il existe une fonction \ : M — Zx> telle que Va,b € M,
A(ab) > A(a) + A(b) et a # 1 = A(a) # 0.
3. Les ordres partiels <q, <p induits par la divisibilité a onoides ot
gauche et a droite munissent M de structures de treillis.  eroupes de Garside

4. Il existe un élément A € M tel que I'ensemble Div(A)
des diviseurs & gauche de A coincide avec I'ensemble
des diviseurs de A a droite, et Div(A) engendre M.

5. L’ensemble Div(A) est fini.

» ((1) et (3)) = M s'injecte dans le groupe G(M) de méme
présentation (conditions de Ore).

» 2)=Vae M,sup{k e N |a=aja2--ag,a; #1} <0



Groupes de Garside

Définition
Un groupe G est un groupe de Garside s'il existe un monoide
de Garside M tel que G = G(M).

Théoreme

Un groupe de Garside posséde une solution au probléme des
mots et est sans torsion.

Proposition

Il existe une puissance de A qui est centrale dans G(M).

Démonstration.

Soit # € Div(A). Alors tA™! = (Az~1)~! € Div(A)~1, et donc
AzA~! € Div(A). Ainsi la conjugaison par A dans G(M)
préserve Div(A), qui est fini. |l existe donc une puissance k telle
que la conjugaison par AF agisse par I'identité sur Div(A), qui
engendre M (et donc G(M)). O
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Groupes de
Exem pleS tresses, groupes
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» Le groupe Z" est de Garside, avec M = N" et
A=(1,1,...,1). On écrit a« = (a1, as,...,a,) € Z"
comme fraction irréductible o = a™ + o~ en posant

Thomas Gobet

at = (max{a;,0})i=1, n et o~ = (min{a;,0})i=1,..»

» Le groupe B,, est de Garside, avec M = B; et A défini
précédemment.

» (Birman-Ko-Lee, Bessis) Il existe un monoide de Monoides et

groupes de Garside

Garside alternatif pour B,,, le monoide de
Birman-Ko-Lee, ou monoide dual. 1l est engendré par
une copie de |'ensemble des transpositions de &,,.

» (Dehornoy-Paris) Le monoide M = ( z,y | 2™ =y™ ),
ol m,n > 1, est un monoide de Garside, avec
A =2" =y™ (central). On a
Div(A) = {1,z,...,2" L y,...,y™ !, A}. Le groupe
G (M) est un groupe de noeud torique lorsque n et m
sont premiers entre eux.



Les groupes d'Artin de type sphérique

>

| 4

Un groupe d'Artin est de type sphérique s'il est associé
a un systeme de Coxeter (W, .S) ou W est fini.

Dans le cas de B, le groupe de Coxeter associé est &,,.
La restriction de la projection B,, — &,, aux diviseurs
de A est une bijection.

Les treillis (Div(A), <¢) et (Div(A), <p)
correspondent a deux structures d'ensemble
partiellement ordonné bien connues sur &, qui se
généralisent a tout groupe de Coxeter : I'ordre de
Bruhat faible a gauche et a droite.

L'image de A dans G,, est le plus long élément wq de
S,,. Tout groupe de Coxeter fini possede un plus long
élément pour la longueur par rapport a S.

Moralité : la structure de Garside donnée par B;"
"releve” a B;FV = B, certaines propriétés combinatoires
du groupe de Coxeter W = &,,.
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Les groupes d'Artin de type sphérique, Il

Théoreme (Brieskorn-Saito 1972, Deligne 1972)

Soit (W, S) un systéme de Coxeter avec W fini. Alors By},
est un monoide de Garside, d'élément de Garside A = wy.
En particulier le probléme des mots admet une solution dans
By. De plus, le centre de By est cyclique infini engendré
par une puissance de A.

P Les conjectures mentionnées plus haut sont connues
pour certaines familles de groupes d’Artin, mais aucune
n'est résolue en toute généralité.
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Quid des groupes d'Artin généraux ?

Théoreme (Paris, 2002)

Soit (W, S) un systéme de Coxeter arbitraire. Alors B},

s'injecte dans By .

» L'approche de Garside ne se généralise pas en tant que
telle a By ou W est arbitraire (pas d'élément le plus
long dans W, pas d'élément de Garside dans B,).

» Le monoide alternatif de Birman, Ko et Lee pour B,
peut étre défini pour un systeme de Coxeter arbitraire.
Il est de Garside lorsque W est fini par les travaux de
Bessis (et méme lorsque W est un groupe de réflexions
complexe bien engendré), et de quasi-Garside pour
certains groupes non sphériques : certains W affines
(Digne), et les groupes universels (Bessis). Qu'en est-il
en général ?
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Merci de votre attention |
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