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Résumé

Kestutis CESNAVICIUS
Reconstruire une variété a partir de sa topologie,
d’aprés Kollar, sur la base de travaux précédents de Lieblich et Olsson

Une variété projective n’est pas la seule donnée du lieu d’annulation, dans un espace pro-
jective, des polyndmes homogénes qui la définissent mais aussi celle du faisceau d’anneaux sur
ce sous-espace. On peut se demander si I'espace topologique sous-jacent détermine seul la
variété. Malgré des contre-exemples en dimension petite, une telle détermination s’avére vraie
en dimension suffisamment grande pour les variétés normales, projectives, géométriquement ir-
réductibles en caractéristique 0. Ce dernier résultat récent est dG & Kolldr (qui s’appuie sur des
fravaux antérieurs de Lieblich et Olsson) et sera le sujet de cet exposé.

Clément DUPONT
Progrés récents sur la conjecture de Zagier et le programme de Goncharov,
d’apres Goncharov, Rudenko, Gangl, . ..

La formule analytique du nombre de classes relie le résidu en s = 1 de la fonction zéta de
Dedekind d'un corps de nombres & une quantité franscendante, le régulateur, qui est un déter-
minant de logarithmes d’unités du corps de nombres. A la fin des années 80, Zagier a conjecturé
une généralisation de ce résultat classique & toutes les valeurs spéciales des fonctions zéta de
Dedekind, ou les polylogarithmes remplacent le logarithme. L' existence de régulateurs supérieurs
reliés & ces valeurs spéciales résulte du calcul par Borel de la cohomologie stable du groupe li-
néaire, et la conjecture de Zagier peut étre vue comme une recherche de cocycles explicites
pour ces groupes de cohomologie. Une interprétation plus conceptuelle, en lien avec la théorie
des motifs, a été donnée par Beilinson et Deligne. Dans le méme temps, Goncharov a déve-
loppé un programme qui englobe la conjecture de Zagier dans un ensemble de constructions
et de conjectures qui visent & comprendre la K-théorie et les motifs de Tate mixtes « par géné-
rateurs et relations ». Il sera question dans cet exposé de progrés récents sur la conjecture de
Zagier et le programme de Goncharov. On abordera notamment la preuve par Goncharov et
Rudenko de la conjecture de Zagier dans le cas de la valeur spéciale en s = 4. La combinatoire
des dissections des polygones est un ingrédient important, qui permet d’organiser les €quations
fonctionnelles des polylogarithmes.




Abstract

Kestutis CESNAVICIUS
Reconstructing a variety from its topology,
after Kollar, building on earlier work of Lieblich, Olsson

As part of the structure of a projective variety, one remembers not only the topological sub-
space cut out in projective space by the vanishing of defining homogeneous polynomials, but
also a sheaf of rings on that subspace. One may wonder to what extent the topological space
alone determines the variety. In spite of counterexamples in low dimension, such determination
turns out to hold in sufficiently high dimension for normail, projective, geometrically irreducible
varieties in characteristic 0. The latter is a recent result of Kollar (that builds on earlier work of
Lieblich and Olsson) and it will be the subject of this talk.

Clément DUPONT
Recent progress on Zagier’s conjecture and Goncharov’s program,
after Goncharov, Rudenko, Gangl.. ..

The analytic class number formula relates the residue at s = 1 of the Dedekind zeta function
of a number field to a transcendental quantity, the regulator, which is a determinant of logo-
rithms of units of the number field. At the end of the 80s, Zagier conjectured a generalization
of this classical result to all special values of Dedekind zeta functions, where polylogarithms re-
place the logarithm function. The existence of higher regulators linked to these special values
results from Borel’s computation of the stable cohomology of the general linear group, and Za-
gier’'s conjecture can be viewed as a quest for explicit cocycles for these cohomology groups.
A more conceptual interpretation, connected to the theory of motives, was given by Beilinson
and Deligne. At the same time, Goncharov developed a program which incorporates Zagier’s
conjecture in a collection of constructions and conjectures aimed at understanding K-theory
and mixed Tate motives « by generators and relations ». In this tfalk we will report on recent pro-
gress on Zagier’s conjecture and Goncharov’s program. In particular, we will discuss the proof,
by Goncharov and Rudenko, of Zagier’s conjecture for the case of the special value at s = 4.
The combinatorics of polygon dissections is an important ingredient, which organizes functional
equations of polylogarithms.
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RECONSTRUCTING A VARIETY FROM ITS TOPOLOGY
[after Kollar, building on earlier work of Lieblich and Olsson]

by Kestutis Cesnavi¢ius

INTRODUCTION

The underlying Zariski topological space | X| of an algebraic variety or, more generally,
a scheme X tends to have few open subsets in comparison to topologies that underlie
structures appearing in differential geometry or geometric topology. Thus, intuitively,
| X | is a weak invariant of X, and this intuition is confirmed by low-dimensional examples:
for an algebraic curve C', the proper closed subsets of |C| are the finite subsets of closed
points, so |C| does not see much beyond the cardinality of the algebraic closure of the
base field. A more surprising example was constructed by WIEGAND and KRAUTER
(1981, Cor. 1): for primes p and p/, there is a homeomorphism

2 2
|]P)Fp| = |]P)Fp,|-

Topological spaces that underlie schemes (resp., affine schemes) were, in fact, com-
pletely classified by HOCHSTER (1969, Thm. 9): they are the locally spectral (resp., the
spectral) topological spaces. We recall that a topological space T is spectral if

— it is quasi-compact and quasi-separated;

— it is sober: each irreducible closed 17" C T is the closure m of a unique t € T”;

— the quasi-compact open subsets form a base of the topology of T'.

A topological space T is locally spectral if it has an open cover by spectral spaces. The
topological space |X| of a quasi-compact and quasi-separated scheme X is spectral, so
Hochster’s result implies that, somewhat surprisingly, |X| also underlies some affine
scheme. For instance, for any field & and any n > 0, the topological space |P}| also
underlies an affine scheme (which, of course, need not be a variety over a field).

Due to the above, the recent result of KOLLAR (2020), which is the focus of this report,
came as a surprise: a projective, irreducible, normal variety X over C of dimension > 4
is uniquely determined by its topological space | X|, see Theorem 1.1 below. A resulting
general expectation in this direction is captured by the following conjecture of Kollar.

CONJECTURE 0.1 (KOLLAR, 2020, Conj. 3). — For seminormal, geometrically
irreducible varieties X and X' over fields k and k', respectively, with chark = 0



1175-02

and dim X > 2, every homeomorphism |X| — |X’'| underlies a scheme isomor-
phism X — X'.

1. RECONSTRUCTION OF PROJECTIVE VARIETIES

The following result of Kollar builds on previous work of Lieblich and Olsson and
fully resolves Conjecture 0.1 for projective, normal varieties of dimension > 4 in char-
acteristic 0. In fact, it forms the foundation of credibility for a conjecture of this
sort.

THEOREM 1.1 (KOLLAR, 2020, Thm. 2). — For normal, geometrically integral, projec-
tive varieties X and X' over fields k and k', respectively, such that either

(i) dim X > 4 and both k and k' are of characteristic 0; or
(ii) dim X > 3 and both k and k' are finitely generated field extensions of Q;

every homeomorphism |X| — |X'| underlies a scheme isomorphism X — X'.

Remark 1.2. — Since X and X' are proper and geometrically integral, we have
['(X,0x) 2k and T'(X', Ox/) 2 k', so a scheme isomorphism X — X’ amounts to a
field isomorphism ¢: k — k' and an isomorphism of varieties X ®j , k¥’ — X'.

We will focus on case (i) because it already contains most of the main ideas while
avoiding further technicalities of (ii) that largely concern the Hilbert irreducibility
theorem. Roughly, the proof is based on studying Weil divisors D on a normal X:
such D are determined by |X| alone because they may be viewed as formal Z-linear
combinations of the points of codimension 1—for instance, a reduced effective divisor
D C X is the closure of a finite set of codimension 1 points in X. We will let

Div(X) := Drexw Z  and Eff(X) = D.ex) Z>o

denote the group of all divisors (resp., the monoid of all effective divisors) on X.

It is not clear if notions such as ampleness or linear equivalence of divisors are
determined by | X| alone, and the crux of the argument is in exhibiting hypotheses under
which they are. The ability to topologically recognize linear equivalence eventually
reduces the reconstruction problem to a combinatorial recognition theorem for projective
spaces in terms of incidence of their lines and points (von Staudt’s fundamental theorem
of projective geometry).

A divisor D on X is ample if some multiple nD with n > 0 is a Cartier divisor whose
associated line bundle &'(nD) is ample. We let ~ denote linear equivalence of divisors
and say that divisors Dy, and Dy on X are linearly similar, denoted by Dy ~g Do, if
n1D1 ~ ny Dy for some nonzero integers ny and ng. If this holds with n; = no, then we
say that Dy and Dy are Q-linearly equivalent, denoted by Dy ~g D,. When we speak of
reduced (resp., irreducible) divisors, we implicitly assume that they are also effective
(resp., effective and reduced). With these definitions, the overall proof of Theorem 1.1
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proceeds in the following stages, which successively reconstruct more and more of the
structure of X from the topological space |X|, and which will be discussed individually
in the indicated sections:

| X| 3 (|X|, ~s of irreducible ample divisors) 2 (|X|, ~ of effective divisors) I X

The last step, namely, the determination of a normal, geometrically integral, projective
variety X of dimension > 2 over an infinite field from its underlying topological space | X|
equipped with the relation of linear equivalence between effective divisors on | X]| is due
to LIEBLICH and OLSSON (2019).

The initial results of LIEBLICH and OLSSON (2019), although already sufficient for
Theorem 1.1 above, have been sharpened and expanded in KOLLAR, LIEBLICH, OLSSON,
and SAWIN (2020).

2. RECOVERING LINEAR SIMILARITY OF AMPLE DIVISORS

NOTATION. In this section, we let X be a normal, geometrically integral, projective
variety over a field k of characteristic 0.

The first stage of the proof of Theorem 1.1 is the reconstruction of linear similarity
of irreducible ample divisors from the topological space | X| alone. This requires, in
particular, to be able to topologically recognize ampleness of irreducible divisors, which
rests crucially on the following Lefschetz type theorem for the divisor class group.

LEMMA 2.1 (RAVINDRA and SRINIVAS, 2006, Thm. 1). — Suppose that dim X > 3
and let £ be an ample line bundle on X whose linear system I'(X, L) is basepoint free.
For some nonempty Zariski open U C T'(X, L) and every effective divisor D C X that
corresponds to a k-point in U, the following restriction map is injective:

CL(X) — CL(D).

The cited result is sharper but only applies to the base change X7 to an algebraic
closure k. This suffices because Cl1(X) — Cl(X7): to see this last injectivity, note that
for any divisor H on X that represents a class in the kernel, both ¢(H) and 0(—H)
have nonzero global sections, which, since X is projective, means that H ~ 0.

For proving Theorem 1.1 for varieties of dimension < 4, one needs a refinement of
Lemma 2.1 in which X is a surface (and D is a curve). This requires arithmetic inputs,
notably a theorem of NERON (1952) on specialization of Picard groups. We refer to
KOLLAR (2020, Thm. 74) for this refinement of Lemma 2.1. It would also be interesting
to extend Lemma 2.1 to positive characteristic because this may be useful for establishing
further cases of Conjecture 0.1. For instance, we could then weaken the assumption
on k in this section: we could let it be a field that is not a subfield of any F,,.

The following is the promised topological criterion for ampleness.
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PROPOSITION 2.2 (KOLLAR, 2020, Lem. 67). — Suppose that dim X > 2. An irreducible
divisor H C X s ample if and only if for every effective divisor D C X and distinct
closed points x, 2’ € X \ D, there is an effective divisor H' C X with

|[HND|=|H'ND| and xz€ H but o' ¢ H.

Sketch of proof. — To begin with the simpler direction, we assume that H is ample,
replace it by a multiple to assume that H is Cartier with associated very ample line
bundle .Z; and fix a D and z,2’ € X \ D. By EGA 111, 2.2.4, for some n > 0 there
is an s € I'(X,.Z%") that vanishes at x, does not vanish at 2/, and is such that the
vanishing locus of s|p is H N D. We can take H' to be the vanishing locus of s.

For the converse, we make a simplifying assumption that dim X > 3 (for dim X = 2
one needs a refinement of Lemma 2.1). To argue that H is ample, we will use Kleiman’s
criterion (KLEIMAN, 1966, Ch. III, Thm. 1 (i)<(iv) on p. 317), according to which it
suffices to show that for all distinct closed points x, 2’ € X, there exist an integer n > 0
and an effective divisor H such that H ~ nH and z € H but ' ¢ H (this will
simultaneously prove that some nH is basepoint free, so is also Cartier, as we require of
ample divisors). Since X is projective, Lemma 2.1 and the Bertini theorem applied to the
irreducible components of Hy supply a normal effective divisor D C X not containing z,
@', or any generic point of H such that H N D is irreducible and Cl(X) — CI(D).
By applying the assumption to this D, we find an effective divisor H' C X with
|[HND|=|H'NnD|and z € H but 2’ ¢ H'. Since H N D is irreducible, this equality
of topological spaces means that nH|p ~ n’H'|p for some n,n’ > 0. The injectivity of
C1(X) < CI(D) then implies that nH ~ n/H’, and it remains to set H := n'H’. O

Proposition 2.2 allows us to topologically recognize irreducible ample divisors on X.
Granted this, the following proposition then expresses the linear similarity relation ~g
between such divisors purely in terms of the topological space | X]|.

PROPOSITION 2.3 (KOLLAR, 2020, Lem. 68). — Suppose that dim X > 3. Irreducible
divisors Hy, Hy C X with Hy ample are linearly similar if and only if for any disjoint,
irreducible, closed subsets Z1, Zo C X of dimension > 1 there is an irreducible divisor
H' C X with

|H1ﬂZl|:‘Hlﬂ21’ and |H2ﬂZ2\:]H/ﬂZ2|

Sketch of proof. — To begin with the simpler direction, we assume that ny Hy ~ noHo
for some nonzero ny,n, and fix Z;, Zs as in the statement. The n; must have the
same sign: otherwise &(mH;) and &(—mH;) would have nonzero global sections for
every large, sufficiently divisible m > 0. Thus, we may assume that ni,ny > 0. After
replacing n; and ny by nn; and nny for a large n > 0, we then combine EGA III;,
2.2.4 and the Bertini theorem (JOuANOLOU, 1983, 6.10) to find a global section of
O(n1Hy) ~ O(nyH,) whose vanishing locus is an irreducible ample divisor H' with the
desired properties (and even such that the intersection of Hé with every irreducible
component of X is irreducible).
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For the converse, we make a simplifying assumption that dim X > 5 (to improve to
dim X > 3 one again needs a refinement of Lemma 2.1)—this time the assumption is
more serious because the dim X > 5 case does not suffice for Theorem 1.1. Letting
H,, H be irreducible ample divisors as in the statement, we iteratively apply Lemma 2.1
(with the Bertini theorem) to build disjoint, irreducible, normal closed subschemes
Z1, Zy C X that are complete intersections of dimension 2 such that H; N Z; C Z; and
HyN Zy C Zy are irreducible divisors and the following restriction maps are injective:

Cl(X) = Cl(Z;) and ClX) < CL(Z).

Since the intersections H; N Z; and Hy N Zy are irreducible, these injections and the
displayed equalities involving H' ensure that ny Hy ~ nyH' and nyHy ~ nyH' for some
n;,n; > 0. It then follows that nyniHy ~ ninyHs, so that Hy and H, are linearly similar,
as desired. O

Propositions 2.2 and 2.3 jointly carry out the first reconstruction step promised in §1:
| X| ~ (] X, ~s of irreducible ample divisors).
They also topologically determine complete intersection subvarieties as follows.

COROLLARY 2.4. — Suppose that dim X > 3 and let H C X be an irreducible ample
divisor. The topological space | X| alone determines the collection of those closed subsets
Z C |X]| that are set-theoretic complete H-intersections, i.e., for which there are
irreducible divisors H; ~g H for i =1,... r with r = codim(Z, X) such that

Z=|HNn...NH,.

Proof. — Propositions 2.2 and 2.3 imply that | X| alone determines the property of H
being ample, as well as the linear similarity relation H; ~¢ H. O

We will call such a closed subscheme H1N...NH, C X a complete H-intersection. The
requirement that the H; be irreducible and only linearly similar (as opposed to linearly
equivalent) to H makes this definition slightly nonstandard, but it is convenient because
Propositions 2.2 and 2.3 only concern irreducible divisors. Any positive-dimensional
complete H-intersection H; N ... N H, is automatically geometrically connected by the
Lefschetz hyperplane theorem (SGA 2y, XII, 3.5), and the same then also holds for
set-theoretic complete H-intersections.

3. RECOVERING Q-LINEAR EQUIVALENCE OF AMPLE DIVISORS

NOTATION. In this section, we let X be a normal, geometrically integral, projective
variety over field k of characteristic 0 and let H C X be an irreducible ample divisor.

To prepare for topological recognition of linear equivalence of divisors, for now we
continue to restrict to irreducible ample divisors and show how to recognize Q-linear
equivalence between them. This refines the result presented in the previous section
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because Q-linear equivalence ~ is a finer relation than linear similarity ~g. In addition,
it involves techniques that will also be relevant later, such as topological recognition
of reduced 0O-dimensional intersections that we discuss in Proposition 3.5 below. A key
notion behind these techniques is that of (topological) linkage defined as follows.

DEFINITION 3.1. — Let Yy, Ys C X be integral closed subschemes with dim(Y;NYs) = 0.
Irreducible dim’sorsi[l, Hy,cX gith H, ~; Hy ~, H are H-linked for Y; and Y5 if some
irreducible divisor H C X with H ~¢ H satisfies

[HNY:| =|H,NYi| and |HNYs| =|H,NYsl.

The H-linking of Y] and Y5 is free if, for some finite set of closed points > C Y, U Y5,
all Hy and Hy as above that are disjoint from ¥ are H-linked for Y, and Ys.

By Propositions 2.2 and 2.3, if dim X > 3, then these notions depend only on | X]|.
They topologically encode reducedness of 0-dimensional schematic intersections as
follows.

PROPOSITION 3.2 (KOLLAR, 2020, Prop. 81). — Let Y1 and Y, be as in Definition 3.1
and suppose that dim X > 3, dimY; > 2, dim Y, > 1, and Y is geometrically connected
(for instance, a set-theoretic complete H-intersection). Then the H-linking of Y1 and Y,
is free if and only if Y1 NYs is reduced with T'(Y;, 0) — T'(Y1 NYs, O) for some i.

Sketch of proof. — Since O(H) is ample, its global sections on Y; U Y5 lift to X after
possibly replacing them by powers. The H; and H that appear in the definition of
free H-linking correspond to some s; € I'(X, 0(n;H)) and 5§ € I'(X, 0(nH)). Thus, in
essence, the question of free H-linking of Y7 and Y5 is that of patching the sections sy,
along Y7 N'Y; to glue some of their powers to a section over Y; U Ys. We may adjust the
sily, by global units, so the glueing is intimately related to the restriction map

T(Y1, 0) x T(Ya, 6)% = T(Y1 N Ya, O).

The analysis of this map eventually gives the claim, see loc. cit. for details. ]

Remark 3.3. — In this proposition, the geometric connectedness of Y] ensures that
k — TI'(Y1,0). For X of dimension > 4, this then leads to a topological criterion
for recognizing when a k-smooth closed point z € X is k-rational because one may
realize such an x as the schematic intersection Y; N Ys5 of set-theoretic complete H-
intersections Y; with dimY; = 2 and dimY; = 1, see KOLLAR (2020, Cor. 82) and
Corollary 2.4 above.

More generally, by building on the idea of analyzing free H-linking of set-theoretic
complete H-intersections, Kollar is able to topologically recognize isomorphy of 0-
dimensional closed subschemes lying in the smooth locus as follows.
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PROPOSITION 3.4 (KOLLAR, 2020, §84). — Suppose that dimX > 4 and let
Zy and Zy be 0-dimensional, reduced closed subschemes of X*™. Then (|X|, ~s
of irreducible ample divisors) alone determines whether or not Zy and Zy are isomor-
phic as k-schemes.

In the setting of Proposition 3.2, it is also possible to topologically determine when
Y1 NY5 is reduced (without the additional condition on the global sections) as follows.

PROPOSITION 3.5. — Suppose that dim X > 3 and let Y C X be an irreducible,
geometrically connected closed k-subvariety. For irreducible, geometrically connected
closed k-subvarieties Y', Z C X such that

YNZ|=|Y'NZ| and this intersection is 0-dimensional,

consider the following condition (that is topological by Propositions 2.2 and 2.3):

there is a finite set of closed points ¥ C Y UY' U Z such that all
(%) irreducible divisors Hy, Hy C X disjoint from ¥ with H; ~4 H that are
H-linked forY' and Z are also H-linked for'Y and Z.

(a) (KOLLAR, 2020, Cor. 89). If dimY > 2 and Z satisfies dim X —3 > dim Z > 1
and is such that (%) holds for every 2-dimensional, irreducible complete H-
intersection Y', then Y N Z is reduced.

(b) (KOLLAR, 2020, Cor. 93). IfdimY >3 andy € Y is a closed point such that X is
k-smooth at y, then'Y is k-smooth at y if and only if there is an irreducible complete
H-intersection Z C X of codimension dimY such that Y N Z is 0-dimensional,
contains y, and (%) holds whenever Y' is an irreducible complete H-intersection.

In (a), if Y N Z is reduced, then Y N Z C Y’ N Z, so a patching of global sections
of powers of O(H) that gives rise to an H-linking of H; and Hs for Y’ and Z also
gives a required patching with Y in place of Y’ (compare with the sketch of proof for
Proposition 3.2). Thus, the main part is the converse, for which we refer to loc. cit. The
role of the assumption on dim Z is to ensure, via the Bertini theorem, that there are
many possible Y’ with |[Y' N Z| = [Y N Z|: the intersection of all such Y is (Y N Z)red.

In addition to topologically recognizing k-points and reducedness of 0-dimensional
intersections as above, Kollar determines equality of intersection numbers as follows.

PROPOSITION 3.6 (KOLLAR, 2020, Cor. 96). — Suppose that dim X > 2. For prime
divisors Dy, ..., D, C X and rational numbers g;; € Qo with 1 <¢,5 < n, we have

Dy H™ X1 = g D HY™ XY forall 1<i,j<n

if and only if for some closed Zy C X of codimension > 2 and every closed Z C X
of codimension > 2 containing Zy there is a 1-dimensional, irreducible complete H -
intersection C' C X disjoint from Z such that each C'N D; is a disjoint union of m; copies
of Spec(K) for a finite field extension K/k that does not depend on i, and ¢;; = ==,

mj
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Sketch of proof. — The ‘only if’ follows from the definitions: indeed, the intersection
number D;. H™X~1 is read off from the schematic intersection C'N D;. For the ‘if,” one
first reduces to X being a surface by cutting it by irreducible ample divisors that are
linearly similar to H and constructed via the Bertini theorem. Then the D; are curves
and one seeks a C' cut out by some nonzero s € H*(X, &(mH)) for a large m > 0 (such
an s would lift to a section of &(mH) defined over the original X). By considering
O(mH) |U?:1 p, instead, it suffices to find a global section s of this sheaf for a large m > 0
such that {so = 0} is disjoint from Z and D; N D; for distinct D; and D; and is a union
of copies of Spec(K) for some finite extension K /k. The key input to finding this sg
is a variant of a result of POONEN (2001), according to which, for any quasi-finite,
generically étale morphism 7: U, D; — P}, there are infinitely many separable closed
points p € P} whose 7-preimage is a reduced disjoint union of copies of p. O

In practice, Z is the nonsmooth locus X \ X*™. However, X \ X need not a priori
be determined by the topological space |X]|, so, to get around this, one allows larger Z
while still retaining the smoothness of X \ Z. In particular, Propositions 3.4 and 3.5 (a)
show that, for X of dimension > 4, Proposition 3.6 gives a purely topological criterion
for determining the ratios between the intersection numbers D;. H4mX-1,

COROLLARY 3.7. — Suppose that dim X > 4. For prime divisors {Dy}xea on X, the
topological space | X| alone determines the ratios between the Dy H™X~1,

Sketch of proof. — Tt suffices to apply the reasoning above to every pair {Dy, Dy }. O

In a similar vein, Proposition 3.6 implies the following criterion for recognizing Q-linear
equivalence of irreducible ample divisors.

COROLLARY 3.8 (KOLLAR, 2020, Claim 97.5). — Suppose that dim X > 2. For
irreductble ample divisors Hy, Hy C X, we have

Hy ~q Hy if and only if both Hy, ~s Hy and H, HImX-1 — g, pgdimX-1

Sketch of proof. — The ‘only if’ is clear because intersection numbers are insensitive
to linear equivalence. For the ‘if,” suppose that nyH; ~ nyH; and use Proposition 3.6
to find a 1-dimensional, irreducible complete H-intersection C' C X such that C'N H,
and C'N Hy are 0-dimensional, reduced, and k-isomorphic. This k-isomorphy and the
assumed equality of intersection numbers imply that ny = ng, so that Hy ~g Hy. O

In the case when dim X > 4, the criterion given by Corollary 3.8 is topological thanks
to Corollary 3.7 and Propositions 2.2 and 2.3.
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4. TOPOLOGICAL PENCILS OF DIVISORS

NOTATION. In this section, we let X be a geometrically normal, geometrically integral,
positive-dimensional projective variety over a field k.

The basic idea for topologically recognizing linear equivalence between general divisors
on X is to first make them ample by adding a multiple of some ample divisor and to
then place them into linear pencils with a common member whose general members are
irreducible. In some sense this strategy achieves a reduction to the case of irreducible
ample divisors considered in §§2-3, and the key for carrying it out is to topologically
describe families of divisors that end up constituting the desired pencils. The central
notion is that of a topological pencil that we are going to examine in this section.

DEFINITION 4.1. — For a topological space T, a base locus of an infinite collection
P = {Dir}rea of subsets Dy C T, denoted by Base(P), is a closed subset B C T such
that, for some A" C A whose complement is finite, we have

DyNDy CB forall distinct A\ N €A, with DyNDy=DB when XN e&A\.
Due to the last requirement, the base locus Base(P) is unique if it exists.

DEFINITION 4.2 (KOLLAR, 2020, Def. 105). — A topological pencil on X is a set
P = {Di}ren of reduced divisors Dy C X such that

— all but finitely many D) are irreducible;
— the Dy jointly cover all the closed points of X;
— B := Base(P) euists, is of codimension > 2 in X, and each D) \ B is connected.

A topological pencil {Dy}xen is ample if all but finitely many Dy are ample divisors.

Since B is of codimension > 2, the divisors D, in a topological pencil are connected
and pairwise have no common irreducible components. The notions of a topological
pencil and of its base depend only on the topological space | X| and, if dim X > 2, then,
by Proposition 2.2, so does the ampleness of such a pencil. The following is the principal
source of topological pencils.

Ezxample 4.3. — Let C be a normal, projective, integral k-curve and let 7: X --» C
be a dominant rational k-morphism whose maximal locus of definition is X \ B for a
closed subset B C X. Since X is normal and C' is projective and nonsingular, B is
of codimension > 2 in X and 7|x\p is flat. Let P = {D,} be the collection of the
closures in X of the reduced connected components of (7| x\g)~!(c) for a variable closed
point ¢ € C'. We will now show that P is a topological pencil on X with base locus B.

The rational map 7 factors through the normalization C' of C' in the maximal
algebraic subextension of k(X)/k(C) and this factorization has the same maximal locus
of definition X \ B. By replacing C' by C, we do not change P and may assume that
k(C) is algebraically closed in k(X), so that, by EGA IVy, 4.5.9, the generic fiber of 7
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is geometrically irreducible. It then follows from EGA IV3, 9.7.7 that all but finitely
many D) are irreducible.
Consider the closure X C X x; C of the graph of 7] x\B, Which inherits k-morphisms

X
N
X---I--5¢C
such that b is an isomorphism over X \ B and both 7 and b are proper. The locus U
of X over which b has finite fibers is open (SP, 01TI), so, since X is normal and b is
birational, the finite map b|,-1(y) is an isomorphism. In particular, U = X \ B and B
consists precisely of the points x € X such that dim(b~*(z)) > 0. Since X C X x;, C,
for closed such z the map b~!(x) — C is finite surjective and dim(b~'(x)) = 1.

The closure in X of a reduced connected component of (7| x\5)~"(c) is the b-image of
the closure in X of the corresponding reduced connected component of (Tlevp-1( B))*l(c).
Moreover, since C' is nonsingular, 7 is flat and its closed fibers are purely of dimension
dim X — 1. Thus, we conclude from the previous paragraph that the D, jointly cover
all the closed points of X and that the base locus of P is precisely B (in Definition 4.1
choose A’ to consist of those closed points ¢ € C' such that the c-fibers of m and 7 are
geometrically irreducible).

DEFINITION 4.4. — A topological pencil P on X is algebraic (resp., rational; resp., lin-
ear) if it is associated to some C and w as in Ezxample 4.3 (resp., with Cy =~ IP%;
resp., with C' ~P});: an algebraic P is noncomposite if C = C in Example 4.3, that is,
if every finite morphism C' — C' of normal, projective, integral k-curves through which
7 factors is an isomorphism, equivalently, if k(C) is algebraically closed in k(X).

The following example relates topological pencils and linear equivalence.

Example 4.5. — Let £ be a line bundle on X and let sg, so € H(X,.Z) be nonzero
global sections. The vanishing loci Dy := {sg = 0} and D, := {ss = 0} are linearly
equivalent divisors on X. If Dy and D, have no common irreducible components, then
Sp and s, span a linear pencil whose base locus is {sy = so, = 0}: indeed, to relate to
Example 4.3, it suffices to note that sy and s, determine a rational map m: X --+ Pr
whose maximal locus of definition is X \ {sg = ss = 0}.

Conversely, for any pair of k-points ¢, ¢ € P, there is a rational function f € k(t)
that vanishes to order one at ¢ and has a simple pole at ¢/, so any two k-fibers of a
linear topological pencil P are linearly equivalent on X.

To utilize this example, we need to recognize linearity of algebraic pencils.

LEMMA 4.6 (KOLLAR, 2020, Lem. 109). — Suppose that k is perfect and let P be an
algebraic topological pencil on X.

(a) If Base(P) meets the k-smooth locus X¥™ C X, then P is rational.
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(b) If P is rational and X (k) # 0, then P is linear.
(c) If P is rational and the k-smooth locus of some D € P contains a nonempty open of
some geometrically irreducible closed k-subvariety Y C Base(P), then P is linear.

Proof. — Let C, 7, and X be as in Example 4.3 and let X be the normalization of X.
The role of the perfectness of k is to ensure that the normal k-curve C' is k-smooth.

(a) By a result of Abhyankar (KOLLAR, 1996, VI.1.2), the positive dimensional fibers
of a proper modification Y’ — Y of excellent, normal schemes with Y regular
contain nonconstant rational curves (BHATT, 2012, Rem. 4.5). We apply this to the
restriction of the morphism X — X to X*™: by using the assumption on Base(P),
we conclude that each positive-dimensional fiber of X — X receives a nonconstant
morphism from a rational curve. It then follows from Example 4.3 that C also
receives such a morphism, so that Oy ~ ]P%. Thus, P is rational, as desired.

(b) If X®™(k) # (), then the Lang—Nishimura theorem (POONEN, 2017, 3.6.11) implies
that C(k) # (0. Since, by assumption, Cy ~ IP%, we then conclude that C' ~ P}.

(c) Suppose that D arises from a closed point ¢ € C' as in Example 4.3. Tt suffices
to argue that [k(c) : k] = 1, since then C'(k) # () and C' ~ P} (compare with (b)).
Since k is perfect, Example 4.3 applied over k shows that Dy is a Gal(k/k)-orbit
of [k(c) : k] closures of connected components of fibers of m over k. Thus, if D
is k-smooth at the generic point of some geometrically irreducible k-subvariety
Y C Base(P), then the closures of distinct connected components of fibers of 7
over k cannot simultaneously contain a nonempty open of Yz, so [k(c) : k] =1. O

We turn to the key question of topologically recognizing when a topological pencil is
algebraic. The most basic example is the following case of an empty base locus.

Ezxample 4.7. — Suppose that k is algebraically closed. Then, by BoGomMoLOV,
PIRUTKA, and SILBERSTEIN (2016, Thm. 1.1), every topological pencil { D)} ca whose
base locus is empty, in other words, such that Dy N Dy = 0 for A # X, is algebraic.
Indeed, loc. cit. says that there are a smooth, projective k-curve C' and a surjective
k-morphism 7: X — C with connected fibers such that each D, is contained in a
(closed) fiber of w. Since the D, jointly cover the closed points of X, the set of closed
fibers of 7 is then precisely {D)}aea-

To proceed beyond empty base loci, it is useful to first note that algebraic topological
pencils are determined by infinitely many members as follows. In essence, this is the
basic reduction mechanism for reaching irreducible ample divisors from general divisors.

LEMMA 4.8. — For topological pencils P and P' on X with P’ algebraic, if the set
P NP of those divisors D C X that belong to both P and P’ is infinite, then P = P’.

Proof. — The infinitude of P NP’ implies that Base(P) = Base(P’), so we let B be this
common base locus and let m: X --+ C' be a dominant rational morphism that gives rise
to P’ as in Example 4.3. As in that example, X \ B is the maximal locus of definition
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of m and we may assume that the generic fiber of 7 is geometrically irreducible. The
complements D \ B for D € P are connected and pairwise disjoint, so the infinitude of
P NP’ ensures that each D\ B lies in a single fiber of 7. Since topological pencils cover
the closed points of X, it then follows that D € P’ and that P = P’, as desired. ]

The following is a topological criterion for algebraicity of topological pencils.

PROPOSITION 4.9 (KOLLAR, 2020, Prop. 107). — Suppose that k is infinite. A topolog-
ical pencil P = {Dx}xea on X is algebraic if and only if for some infinite subset A’ C A
and every (or merely some) irreducible ample divisor H C X, the intersection numbers

Dy HMX=Y gre all equal for X\ e N

thus, if char(k) = 0 and dim(X) > 4, then the algebraicity of P depends only on | X]|.

Sketch of proof. — The last assertion that concerns topological recognition of algebraic-
ity of P follows from the rest and from Proposition 2.2 and Corollary 3.7.

For the rest, when dim(X) = 1, every P is algebraic and the claim is that X has
infinitely many closed points of the same degree over k. This holds because there is a
finite k-morphism X — P} and P'(k) is infinite. Thus, we may assume that dim X > 2.

We begin with the simpler ‘only if” direction and assume that P is algebraic, associated
toam: X --» C as in Example 4.3 such that all but finitely many fibers of 7 are
geometrically irreducible. By the 1-dimensional case, there is an infinite set A’ of closed
points of C' of the same degree over k with irreducible 7-fibers. By using the Bertini
theorem, for every irreducible ample divisor H C X and every A, N € A’ we may find a
complete H-intersection curve Y C X for which Y N Base(P) = ), both Y N D, and
Y N Dy are O0-dimensional, and Y is flat over a neighborhood of A and A" in C. Then

D/\'HdimX—l — D/\/,HdimX_l

because both these intersection numbers are equal to the product of the degree of Y
over C' with the common degree of the points in A’.

For the converse, we fix a single H and let d be the common value Dy. H4mX=1 for
A € A" and consider the Chow k-scheme Chowyx 4 that parametrizes those effective
divisors D C X that satisfy D.H4mX~1 = { so that Chowy 4 is projective over k
(KOLLAR, 1996, Ch. I). The D, for A\ € A’ give infinitely many closed points on
Chowyx, 4, so, since Chowy 4 is of finite type over k, their closure contains a positive-
dimensional irreducible closed subscheme C' C Chowy 4. Consider the universal family
of divisors m: E — C base changed from Chowx 4, as well as the resulting commutative
diagram

E—3X

|

Chowyqs DO C
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for which the Dy for A € A’ appear as fibers of 7. It suffices to argue that there is a
nonempty open X° C X such that the i71(x) for a dense set of closed points z € X are
singletons. Then, up to a power of Frobenius if char £ > 0, the map ¢ will be birational,
C will be a curve by counting dimensions, 7 will give rise to an algebraic topological
pencil P’ on X as in Example 4.3, and Lemma 4.8 will imply the desired P = P’.

For the claim about X°, first of all, the image of ¢ contains infinitely many distinct
divisors D, for A € A, so the Chevalley constructibility theorem (EGA 1V;, 1.8.4)
implies that ¢ is dominant. We then let

X" c X\ Base(P)

be a nonempty open over which i is flat (EGA IV3, 11.2.6 (ii)) and let = range over the
closed points of D\NX? for A € A’. Suppose that for such an z € DN XY the fiber i ~!(x)
is not a singleton. Then the divisor i ~'(Dy N X°) C i71(X°) meets some 7-fibers E..
over closed points ¢ € C' such that E, is different from the w-fiber D). By construction,
the effective divisors E,. on X are all algebraically equivalent to D), so, since the latter
is irreducible, the nonempty intersections £. N D, have pure codimension 2 in X. This
means that the intersections i~!(Dy N XY) N E. are nowhere dense in E,.

Since 17 1(Dy N X°%) C i~1(XY) is of pure codimension 1, another application of the
Chevalley constructibility theorem then shows that the map i~'(Dy N X%) — C' given
by 7 is dominant and its image contains a nonempty open C° C C. However, this is
impossible: by construction of C, there is a closed point ¢ € C° such that £, = Dy for
some N € A\ {\}, and i1 (D) N X?) cannot meet E, because Dy N Dy lies in Base(P),
which does not meet X°. Thus, :!(z) is indeed a singleton, as desired. ]

COROLLARY 4.10. — If k is uncountable (equivalently, if | X| uncountable), then every
topological pencil on X is algebraic.

Proof. — To see the parenthetical equivalence it suffices to note that, by Noether
normalization, | X| is uncountable if and only if |Agim(x)| is uncountable. Suppose that
| X| is uncountable, let P = {D,}.ca be a topological pencil on X, and fix a A € A
and a closed point € D, \ Base(P). Since Base(P) is of codimension > 2 in X, by
cutting D, by sufficiently general hyperplanes passing through x supplied by the Bertini
theorem, we may build an irreducible curve C' C X that properly meets D), but does
not meet Base(P). Then C' meets each D, in finitely many points, to the effect that,
since |C| is uncountable and the D), cover the closed points of X, the set A is also
uncountable. On the other hand, the Néron—Severi group NS(X) is countable (SGA 6,
XIII, Thm. 5.1). Thus, there is an infinite subset A’ C A such that the D), for X € A are
pairwise algebraically equivalent, and so also pairwise numerically equivalent (SGA 6,
XIII, Thm. 4.6). Proposition 4.9 then shows that the pencil P is algebraic. ]
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5. RECOVERING LINEAR EQUIVALENCE OF DIVISORS

NOTATION. In this section, we let X be a geometrically normal, geometrically integral,
positive-dimensional projective variety over an infinite field k.

We are ready to describe Kollar’s topological recognition of linear equivalence of
divisors on X. The following lemma allows us to only consider reduced divisors. We
recall from §1 that, by definition, reduced divisors are assumed to be effective.

LEMMA 5.1. — For the subgroup % C Div(X) generated by the differences of linearly
equivalent reduced divisors, every class in Div(X) /% is represented by a difference of
reduced divisors. In particular, Z is the subgroup of all divisors linearly equivalent to 0.

Proof. — The last assertion follows from the rest because the difference of reduced
divisors lies in & if and only if this difference is linearly equivalent to 0. For the rest,
every divisor is a sum of irreducible divisors (with multiplicities), so it suffices to show
that every irreducible divisor D C X is linearly equivalent to Dy — Dy for some reduced
divisors D; C X that share no irreducible components with divisors D’ C X in some
fixed finite set containing D: then D and D; — Dy will agree in Div(X)/Z% and, by
iteratively applying this with D’ ranging over the D; from preceding steps, we will
represent every class in Div(X)/Z by a difference of reduced divisors.

To find a desired linear equivalence D ~ D; — Dy, we first choose a very ample
divisor H C X and an m > 0 such that D + mH is also very ample (HARTSHORNE,
1977, 11, Exercise 7.5). Since k is infinite, the Bertini theorem (JOuANOLOU, 1983,
6.10) then supplies our desired geometrically reduced divisors D; with Dy ~ D +mH
and Dy ~ mH. O

As for linear equivalence of reduced divisors, the following is the key criterion.

PROPOSITION 5.2 (KOLLAR, 2020, Thm. 115). — Suppose that k is perfect and
dim X > 3, and let H C X be an irreducible ample divisor. Reduced divisors Dy, Dy C X
are linearly equivalent if and only if for every large enough closed subset ¥ C X of
codimension > 2 and every integral curve C' C X not in Dy U Dy U X, there are

— drreducible divisors D', E' C X not in Dy U Dy with E' ample and containing C;
— algebraic topological pencils Py and Py with C C Base(P;);
— an irreducible ample divisor E C X with (D; + D'+ E') \ (EUX) connected;

such that

-~ D;+ D'+ FE and E lie in P; (so E also contains C);

— all but finitely many closed points of C' lie in the k-smooth loci E¥™ and E™™;

— D;+ D'+ FE' and FE lie in the subset of those D € P; for which the function
D s D.HY ™ X=1 takes the minimal value attained infinitely many times on P;.
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Sketch of proof. — We begin with the simpler ‘only if” direction, suppose that D, and D,
are linearly equivalent, and choose ¥ to contain X \ X®™. We then choose an irreducible
ample divisor D’ that shares no components with D; and Ds, does not contain C, and
is such that the 0(D;) ®4, O(D') are generated by global sections. This makes the
reduced divisors D; + D’ basepoint free, so also Cartier. Moreover, since k is perfect,
the integral curve C'is generically k-smooth. We may then use the Bertini theorem
(KLEIMAN and ALTMAN, 1979, Thm. 7) (which uses the assumption on dim(X)) to find
an irreducible ample divisor E’ that contains C, is k-smooth at the generic point of C,
properly meets every irreducible component of D; + D', does not contain any irreducible
component of 3, and is such that the D; + D'+ E’ are very ample (HARTSHORNE, 1977,
II, Exercise 7.5 (d)). Granted that we make sure (as we may) that E’ is sufficiently
ample, we may then apply the Bertini theorem (KLEIMAN and ALTMAN, 1979, Thm. 7)
again, this time with the ample line bundle

OD,+D +FE)~0(Dy+ D' + E'),

to find an irreducible ample divisor £ C X with £ ~ D; + D’ + E’ such that E
contains C, is k-smooth at the generic point of C, and does not contain any irreducible
component of D;+ D'+ E’ nor any irreducible component of the intersections between E’
and the irreducible components of the D; + D'. The (D; + D'+ E') \ (F U X) are then
connected, and we let P; be the linear pencil spanned by D; + D' + E’ and E as in
Example 4.5. By construction, these D', E’, P;, and E satisfy all the requirements
(to check the requirement about the intersection numbers, one uses the fact that both
D;+ D'+ E’ and E are k-fibers of the pencil and argues with a complete H-intersection
curve Y analogous to the one used in the proof of Proposition 4.9).

For the ‘if” direction, we may assume that 3 contains X \ X*™ and use the Bertini
theorem (JouaNoLoOU, 1983, Thm. 6.10) to choose C to be a generically smooth,
geometrically integral complete H-intersection. With these choices, by Lemma 4.6 (a),
the pencils P; are rational and, by its part (c), then they are even linear. At this
point one uses the the condition that involves the degree function D +— D.H4mX-1 tg
check that both D; + D'+ E’ and E are k-fibers of the pencil P; (we omit the details
of this step here). It then follows from Example 4.5 that D; + D' + E' ~ E, so that
also Dy ~ Ds. O

COROLLARY 5.3 (KOLLAR, 2020, Thm. 116). — Suppose that char(k) = 0 and
dim X > 4. The topological space | X| determines linear equivalence of divisors on X.

Sketch of proof. — By Lemma 5.1, it suffices to show that |X| determines linear equiv-
alence between reduced divisors. For this, we explain why the notions and conditions
that appear in the linear equivalence criterion of Proposition 5.2 are determined by |X|:

— Ampleness of irreducible divisors by Proposition 2.2;
— Algebraicity of topological pencils by Proposition 4.9;
— The function D — D.HY™X~1 yp to constant multiple by Corollary 3.7;
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— All but finitely many closed points of C' lying in 5™ and E’*™ by Proposition 3.5 (b):
to apply it, we choose ¥ to contain X \ X*™ (then all but finitely many closed
points of C' lie in X*™) and we note that E and £’ are geometrically connected by
the Lefschetz hyperplane theorem (SGA 2,0y, XII, 3.5). ]

In conclusion, we have now described the second reconstruction step promised in §1:

(|X|, ~s of irreducible ample divisors) ~» (| X|, ~ of effective divisors).

6. RECOVERING THE PROJECTIVE VARIETY ITSELF

NOTATION. In this section, we let X be a normal, geometrically integral projective
variety of dimension > 2 over an infinite field k.

The remaining step
(|X|, ~ of effective divisors) ~» X

is a result of LIEBLICH and OLSSON (2019). In this step, the ultimate source of
reconstruction is the fundamental theorem of projective geometry that characterizes
projective spaces combinatorially in terms of properties of incidence between their points
and lines—in effect, for projective spaces this theorem reconstructs the full structure
of an algebraic variety from axiomatic combinatorial data. It is fascinating that the
collinearity relation for points in projective space encodes rich scheme-theoretic structure.
This is not quite unexpected, however—after all, one knows that this relation is capable
of encoding, for instance, polynomial equations with integer coefficients (LAFFORGUE,
2003, p. iv, Remarques).

The precise version of such a theorem that Lieblich and Olsson use is as follows,
established via an argument that is close to E. Artin’s classical proof.

THEOREM 6.1 (LIEBLICH and OLSSON, 2019, Thm. 4.4). — Let V and V' be finite-
dimensional vector spaces over infinite fields k and k', respectively, and let
UcCGri(P(V))(k) and U C Gri(P(V'))(K)

be collections of lines in P(V') and P(V') given by the sets of k-points and k'-points of
some nonempty Zariski open subsets of the indicated Grassmannians. For any bijection

b: P(V)(k) = P(V')(K') that induces an inclusion U — U,

there are a field isomorphism v: k — k' and a t-semilinear isomorphism V. —s V'
such that the induced isomorphism P(V) — P(V') agrees with b on some Zariski open
containing all the lines in U.



1175-17

With this theorem in hand, the strategy is to apply it with
V:=0[(X,0(mH)) and V' :=T(X',0(mH')) forall m >0

for a suitable very ample divisor H C X and a homeomorphic to X projective variety X’
that one seeks to show to be isomorphic to X (with H’ being the image of H). Indeed,
the isomorphisms V' — V' then give isomorphisms between the graded components of
the coordinate rings that appear in the projective embeddings

X = Proj (@ (X, ﬁ(mH))) < Proj (@ T(X, ﬁ(H))®m)

m>0 m>0

and

X' = Proj (@ (X, ﬁ(mH'))) — Proj (ED (X, ﬁ(H'))®m).

With the help of some additional arguments to make sure that the isomorphisms of the
graded pieces are compatible as m varies, one obtains the desired X — X'.

In view of this strategy, the key becomes defining the subsets of lines U and U’ with
which to apply Theorem 6.1. Since k is infinite, a line ¢ C P(V') is spanned by any two
of its k-points, which correspond to k*-orbits of sections of I'(X, &(mH)), that is, to
effective divisors on X linearly equivalent to mH. The base locus of ¢ is the locus of
common vanishing on X of these effective divisors. Lieblich and Olsson choose U to
consist of all the lines that satisfy the following definition (and analogously for U’).

DEFINITION 6.2. — With V = T'(X,0(mH)) as above, a line { C P(V) is strongly
definable if there is a closed subset Z C |X| of codimension > 2 such that { consists
precisely of those effective divisors on X linearly equivalent to mH that contain Z.

The following description of the set of all strongly definable lines is critical for applying
Theorem 6.1 to reconstruct the projective variety X.

LEMMA 6.3 (LIEBLICH and OLSSON, 2019, Lem. 5.13). — If the linear system deter-
mined by the ample divisor H C X is basepoint free, then the strongly definable lines

in P(V) comprise the set of k-points of a nonempty Zariski open of the Grassman-
nian Gri(P(V)).

The precise formulation of the reconstruction result that Lieblich and Olsson obtain
by carrying out the strategy that we sketched in this section is as follows.

THEOREM 6.4 (L1EBLICH and OLSSON, 2019, Prop. 6.2.5)

For normal, geometrically integral, proper varieties X and X' over infinite fields k
and k', respectively, if X is projective and dim X > 2, then any homeomorphism
| X| = |X'| that matches the linear equivalence relations on effective divisors on X
and X' underlies a scheme isomorphism X — X'.
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This result achieves the final reconstruction step
(| X[, ~ of effective divisors) ~» X,

and hence completes our sketch of the proof of Theorem 1.1.
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PROGRES RECENTS SUR LA CONJECTURE DE ZAGIER
ET LE PROGRAMME DE GONCHAROV
[d’aprés Goncharov, Rudenko, Gangl, ...]

par Clément Dupont

INTRODUCTION

La fonction zéta d'un corps de nombres F' (extension finie du corps des rationnels) a
été définie par Dedekind sous la forme

Cr(s)=> N(a)™ (s € C, Re(s) > 1),

ou la somme porte sur les idéaux non nuls de 'anneau des entiers Op, et N(a) = |OF/a|
est la norme. C’est un invariant arithmétique fondamental d’un corps de nombres, qui
généralise la fonction zéta de Riemann (g(s) = ((s). ZAGIER (1986, 1991) a conjecturé
que la valeur spéciale (r(n), pour un entier n > 2, s’exprime de maniére précise en
termes d’évaluations en des éléments de F' du n-eme polylogarithme classique

k
Li,(2) = Z,% (z€C, |z <1) .

k>1

Cette conjecture vise a généraliser la formule analytique du nombre de classes, qui
exprime le résidu de la fonction zéta en s = 1 en termes de logarithmes d’unités.

Les travaux fondateurs de BOREL (1974, 1977) sur la cohomologie du groupe linéaire
permettent de relier (r(n) au covolume d'un groupe de K-théorie de F' a lintérieur
d’un espace euclidien via le régulateur

Kop_1(F) — R |

pour un entier d,, qui dépend de F, défini plus bas par (7). La conjecture de Zagier
devient alors un énoncé en K-théorie : il s’agit de produire un cocycle explicite, exprimé
grace a la fonction Li,, pour la classe de cohomologie du groupe linéaire qui donne nais-
sance au régulateur. Concretement, cela consiste a découvrir et organiser les équations
fonctionnelles des polylogarithmes, ce qui revient souvent a des considérations non tri-
viales de géométrie projective élémentaire. Apres la preuve par Zagier du cas n = 2
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de la conjecture V), cette stratégie a permis & GONCHAROV (1991, 1994, 1995a,b) de
prouver le cas n = 3. On renvoie aux exposés a ce séminaire d’OESTERLE (1993) et
de CATHELINEAU (1993) pour des comptes rendus de ces résultats. Des obstructions
nouvelles apparaissent pour n = 4, ce qui explique qu’il ait fallu attendre une ving-
taine d’années de plus pour voir une preuve de ce cas de la conjecture de Zagier, par
GONCHAROV et RUDENKO (2018). Le premier objectif de ce texte est de décrire les
enjeux et les grandes lignes de cette preuve.

Afin de comprendre la nécessité d’ingrédients supplémentaires dans le cas n > 4,
un point de vue motivique sur la conjecture de Zagier est utile. La philosophie des
motifs, due a Grothendieck, est celle d’une catégorie qui serait le réceptacle d’une théorie
de cohomologie universelle pour les variétés algébriques (concentrant en un objet les
groupes de cohomologie singuliere, de de Rham, f-adique, etc.) et ou les morphismes
seraient liés aux cycles algébriques. Dans la vision de BEILINSON (1985) et DELIGNE
(1985), le régulateur devrait étre induit par la réalisation de Hodge au niveau des
groupes d’extensions via la formule

(1) Ethl\/[T(F)(Q(_n)7@(O)) ~ Kop_1(F)g .

On a noté MT(F) la catégorie tannakienne des motifs de Tate mixtes sur F', qui existe
inconditionnellement griace aux résultats de Borel et aux travaux de VOEVODSKY (2000)
et LEVINE (1993), et pour laquelle la formule ci-dessus est vérifiée. Dans ce cadre, la
conjecture de Zagier affirme que les extensions (1) proviennent toutes de certains motifs
« polylogarithmiques », dont les Li,(z) sont des périodes.

Pour n < 3 la situation est particulierement favorable, puisqu’on s’attend a ce que
tous les motifs qui sont des extensions itérées de Q(0), Q(—1), Q(—2), Q(—3) pro-
viennent de motifs polylogarithmiques. Pour n > 4 ce n’est plus le cas et de nouveaux
motifs doivent étre pris en compte, associés aux polylogarithmes multiples

k1 k

' Zl o ZT'T
Llnl,...,nr (Zlu s 727’) = Z W ‘

1<ky <<k, M1 T

Le probleme devient beaucoup plus subtil : du point de vue des périodes, il faut montrer
que certaines combinaisons linéaires spéciales de polylogarithmes multiples — celles
qui sont des périodes d’extensions (1) — s’expriment en termes de polylogarithmes
classiques. Dans cette direction, GANGL (2016) a apporté une contribution cruciale
en démontrant une équation fonctionnelle, prévue par Goncharov, reliant Lis; et Liy.
Celle-ci a été redécouverte par GONCHAROV et RUDENKO (2018) qui I'incorporent a
un contexte général, inspiré par les travaux de FOCK et GONCHAROV (2009) sur le
dilogarithme, ou la structure des polylogarithmes multiples est organisée par la combi-
natoire des structures amassées. La structure opéradique des dissections de polygones

1. ZAGIER (1986) a découvert et prouvé une version faible du cas n = 2 de la conjecture par des mé-
thodes de géométrie hyperbolique. La preuve de la version forte, qu’on peut trouver chez GONCHAROV
(1995a), est un assemblage de résultats diis & BLocH (1977, 1978), DUPONT et SAH (1982), DUPONT
(1987), et SUSLIN (1990).
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joue notamment un role central, en lien avec le formalisme des corrélateurs, qui sont
des variantes des polylogarithmes multiples introduites par GONCHAROV (2019).

Au vu de la discussion précédente, les résultats dont il sera question dans ce texte
s'inscrivent dans une stratégie vers la conjecture de Zagier découpée en deux étapes
distinctes et relativement indépendantes :

1) La premiére étape consiste & démontrer une conjecture de Zagier « faible » @) qui fait
intervenir les polylogarithmes multiples. De maniére imprécise, il s’agit de donner
une « formule » pour le régulateur de Borel en termes de polylogarithmes multiples.
GONCHAROV (2005b) a apporté une contribution importante dans cette direction
en décrivant le régulateur de Borel via une fonction appelée polylogarithme grass-
mannien (univalué). CHARLTON, GANGL et RADCHENKO (2019) donnent une for-
mule pour une variante multivaluée de cette fonction, due 8 GONCHAROV (2013), en
termes de polylogarithmes multiples. Ces résultats suggerent qu’on dispose aujour-
d’hui de tous les ingrédients nécessaires & la réalisation de cette premiére étape ),

2) La deuxiéme étape consiste a passer des polylogarithmes multiples aux polyloga-
rithmes classiques. Cette étape se passe au niveau de versions motiviques de ces
fonctions, ou une structure (comultiplicative) supplémentaire permet de distinguer
les périodes d’extensions (1). Le caracteére inexplicite du formalisme motivique amene
en fait a travailler avec des versions « symboliques » des polylogarithmes multiples,
ce qui demande une compréhension fine des relations fonctionnelles qu’ils satisfont.

Le programme de Goncharov

Un des enjeux de la conjecture de Zagier est de décrire explicitement la K-théorie des
corps de nombres. Les travaux de MATSUMOTO (1969) sur le K5 prolongés par MILNOR
(1970), ainsi que ceux de SUSLIN (1990) sur le K3, laissent & penser que le cas des corps
de nombres n’est pas spécial et qu’il existe des descriptions explicites uniformes des
groupes de K-théorie de tous les corps. Le point de vue motivique permet d’éclairer
cette question : en admettant des conjectures générales on dispose pour tout corps F
d’une catégorie MT(F) ou les groupes d’extensions sont reliés a la K-théorie par une
formule qui raffine (1). Le formalisme tannakien fournit donc des complezes motiviques
qui calculent les groupes de K-théorie de F' (ou plus précisément les gradués pour
la y-filtration définie par SOULE (1985)).

Une idée centrale de Goncharov est de s’inspirer de ces complexes motiviques pour
donner des descriptions inconditionnelles de la K-théorie des corps qui soient aussi ex-
plicites et « petites » que possible. Du point de vue motivique, I’enjeu est de donner

2. Ce terme est parfois utilisée pour qualifier les résultats de BEILINSON et DELIGNE (1994) et
DE JEU (1995), qui sont de nature différente.

3. Les résultats de GERDES (1991) vont dans la méme direction puisqu’ils donnent une descrip-
tion d’une partie de la K-théorie rationnelle des corps en termes de géométrie projective linéaire et
donnent donc du poids a la conjecture selon laquelle les extensions (1) proviennent toutes de motifs
polylogarithmiques multiples.
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une définition inconditionnelle de la catégorie MT(F) « par générateurs et relations »,
le role des générateurs étant joué par les polylogarithmes multiples (motiviques) ou
par certaines variantes. On rassemble ici sous le terme programme de Goncharov 'en-
semble cohérent de constructions et de conjectures développées par Goncharov dans
cette direction durant les trente derniéres années. Le second objectif de ce texte est
d’en présenter certaines idées directrices (et notamment la conjecture de liberté et la
conjecture de profondeur) et de placer dans ce cadre les résultats de GANGL (2016) et
GONCHAROV et RUDENKO (2018), mais aussi des contributions de CHARLTON, GANGL
et RADCHENKO (2019) et de RUDENKO (2020).

Organisation de ce texte. — Au §1 on présente la conjecture de Zagier et ses liens avec
la K-théorie. On y aborde le probleme des relations polylogarithmiques et on définit les
complexes polylogarithmiques de Goncharov. Le §2 introduit les catégories de motifs de
Tate mixtes et leur formalisme tannakien. Dans ce cadre, on étudie dans les §3 et 4 les
versions motiviques des polylogarithmes (multiples), qui ménent & une interprétation
motivique de la conjecture de Zagier. On énonce et analyse la conjecture de liberté et la
conjecture de profondeur de Goncharov, qui sont des énoncés généraux sur la structure
de la catégorie des motifs de Tate mixtes sur un corps.

Apres avoir introduit les corrélateurs, qui sont des variantes des polylogarithmes
multiples, on étudie au §5 les résultats de Gangl et Goncharov—Rudenko sur la structure
fine des motifs de Tate mixtes en poids < 4, qui ménent a la preuve de la conjecture
de Zagier pour n = 4. Un role important est joué par certaines familles de relations
entre polylogarithmes multiples qui trouvent leur origine dans 1’étude des structures
amassées, point de vue qu’on développe au §6. On conclut en mentionnant les travaux
récents de Rudenko sur la conjecture de profondeur.

Il est ici question d’un sujet aux multiples ramifications dont certains des aspects
importants n’apparaissent pas dans ce texte, par manque de place. C’est notamment
le cas des liens avec la géométrie hyperbolique (voir par exemple GONCHAROV (1999),
BROWN (2013), RUDENKO (2020)) et des aspects « non génériques » reliés a la K-théorie
de variétés générales et aux classes caractéristiques (voir par exemple GONCHAROV
(1993), GONCHAROV et RUDENKO (2018)).

Notations et conventions. — Pour des nombres complexes non nuls a, b on note a ~gx b
pour signifier que a € Q*b. Pour un groupe abélien A on note Ag = A ®z Q. On
note Q[X] le Q-espace vectoriel librement engendré par les éléments d’'un ensemble X.
Pour une application f de X vers un Q-espace vectoriel V, on note f : Q[X] — V
I’application linéaire induite. On note V,, la composante homogene de degré n d’un es-

pace vectoriel Z-gradué V. Tous les espaces vectoriels, algebres, etc. sont implicitement
définis sur Q.

Remerciements. — Je tiens a remercier Herbert Gangl, Alexander Goncharov, et Daniil
Rudenko pour leur aide précieuse dans la préparation de ce texte et la patience avec
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laquelle ils m’ont expliqué leurs travaux. Un grand merci aussi a Francis Brown, Da-
mien Calaque, et Javier Fresan pour leurs commentaires et suggestions sur une version
préliminaire de ce texte.

1. LA CONJECTURE DE ZAGIER

1.1. La formule analytique du nombre de classes

Soit F' un corps de nombres, dont on note r; le nombre de plongements réels (nu-

mérotés oy,...,0,,) et ro le nombre de paires de plongements complexes conjugués
non réels (NUMErotés o, 11, .., 0 1ry, Ortly - -+ O0r1rs), de sorte que le degré de F
est [F': Q] = ry + 2ry. Le régulateur de Dirichlet est le morphisme de groupes abéliens
(2) p: OF®Z — R

défini par p(z) = (log|oi(z)],...,log |0, (z)|,log |0 1(2)|%, ..., 10g |0y 10y (x)|?) pour
x € Op, et plk) = n—lwz(k‘” ..., k) pour k € Z. Le théoréeme des unités de Dirichlet

affirme que p est injectif modulo torsion et que son image est un réseau de R™%"2; le
régulateur de F', noté Rp, est le covolume de ce réseau.

La formule analytique du mombre de classes exprime le résidu de la fonction zéta
de F' en s = 1 en fonction du régulateur, du nombre wr de racines de 'unité dans F,
du discriminant Dp, et du nombre de classes hp :

2r1+7“2h 72
(3) lim (s — 1)Cp(s) = LRy

s—1 Wg ‘DF|

Comme son nom l'indique, son intérét premier est de donner acces au nombre de classes.
Cependant, nous nous intéresserons ici a la partie transcendante de la formule, que nous

écrirons sous la forme
72

: m
(4) lim (s — 1)Cp(s) ~o Dl det(log |oi(g;) 1< j<ri+ra—1 5
ou (&1, ...,Em+r—1) est une base de O modulo torsion.

1.2. Polylogarithmes et conjecture de Zagier

ZAGIER (1991) a conjecturé une généralisation de la formule (4) a toutes les valeurs
spéciales des fonctions zéta de Dedekind, ou le logarithme doit étre remplacé par les
polylogarithmes. Pour un entier n > 1, rappelons la définition du n-eme polylogarithme
classique :

ok
(5) Li,(z) = (zeC, |z| <1).

In
k>1 k

On renvoie le lecteur & LEWIN (1981) pour une histoire de ces fonctions qui remonte &
Leibniz. On a Li; (z) = —log(1 — z) et 'équation différentielle Li},(z) = I Li,_(2), pour

n > 2, montre que Li, se prolonge en une fonction holomorphe multivaluée sur C\ {1}.
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Le caractere multivalué signifie que la détermination de Li,(z) change quand on fait un
prolongement en suivant un lacet autour de z = 1. On introduit les versions univaluées

n—1 QkB ) ) )
P.(z) = pn <Z X k log” |2 Lln_k(2)> = pn(Lln(z) —log |z| Li,_1(2) + - - ) ,
k=0 I

ot les By, sont les nombres de Bernoulli @ et ot p, : C — C/(2i7)"R ~ R est appli-
cation « partie réelle » si n est impair et « partie imaginaire » si n est pair. Ce sont
des fonctions sur P(C) \ {0,1,00} qui sont analytiques réelles et se prolongent par
continuité a P}(C) si n > 2, avec P,(0) = P,(c0) = 0. Comme on le verra plus bas,
les fonctions P,, sont naturelles du point de vue motivique (BEILINSON et DELIGNE
1994), ce qui explique qu’elles se comportent mieux que d’autres versions univaluées
des polylogarithmes classiques (considérées par exemple par RAMAKRISHNAN (1986) et
ZAGIER (1990)).

On a Py(z) = —log |1 — z|, et Py(z) = Im(Liy(2) + log|z|log(1 — z)) est une fonction
spéciale remarquable qui est connue dans la littérature sous le nom de dilogarithme
de Bloch-Wigner (BLocH 1977, 1978). Elle vérifie une équation fonctionnelle « a 5
termes », pour z,y € P(C) \ {0,1, 00} :

(6) P(w) = Pa(y) + Pa(¥) — Pa(=) + Pa(24=4) = 0

qu’on peut prouver en notant ®) que dP; = —log |1 — z|dlog(z) + log |z|dlog(1 — x) et
que le membre de gauche s’annule pour x = y.

Soient F' un corps de nombres et r1,ry comme dans le paragraphe précédent. Pour
un entier n > 2 posons

(7)

d {ﬁ + 1y sin est impair
=

T si n est pair

et fixons l'identification

(8) ( P C/(in)”R)+ ~ R

o:F—=C
ol le symbole + désigne 'espace des invariants pour la conjugaison complexe, qui agit
a la fois sur C/(2im)"R et sur I'ensemble des plongements de F' dans C. Si P,, est vu
comme étant a valeurs dans C/(2im)"R il vérifie P,,(Z) = P,,(z) et on obtient grace a (8)
un morphisme noté

(9) PI . Q[F*] — R .

4. By=1,B;=-1 By=1% By=0, By = —4, etc.

5. On peut aussi (voir par exemple ZAGIER (2007)) la prouver par une méthode de géométrie
hyperbolique en remarquant que Pa(x) est le volume du tétraeédre hyperbolique « idéal » dont les
sommets sont oo, 0, 1, et = dans le bord de I'espace hyperbolique H?, identifi¢ & P*(C). L’équation & 5
termes exprime l'additivité du volume pour les 5 tétraedres hyperboliques dont les sommets sont pris

parmi oo, 0, 1, z, y. Il ’agit d’une version univaluée d’une équation fonctionnelle pour Lis(z) due a
Abel.
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Il se calcule, pour x € F'*, par

Plg) = {(Pn«n (@), Pul0r4ra(2))) s est impair
(Pu(or (), ..., Pu(op1my(x))) sin est pair

et est étendu par linéarité a Q[F*].

CONJECTURE 1.1 (Zagier). — Soient F' un corps de nombres et n un entier > 2. Il
existe des éléments &1, ..., &, € Q[F*] tels qu’on ait
a([F:Q)—dn)

(10) Cr(n) ~g BN det (Pn (ﬁj))

1<j<dn

Dans le cas ou F' est totalement réel et n est pair, cette conjecture est un résultat de
KLINGEN (1962) et SIEGEL (1969) (on a alors d,, = 0 et le déterminant dans (10) vaut 1)
qui généralise la formule d’Euler : {(n) ~gx 7™ pour n pair. Elle est aussi connue pour
tout n dans le cas ot F' est un corps cyclotomique : cela découle en effet de la décom-
position de la fonction zéta de F' en produit de fonctions L de Dirichlet, et de ce que la
valeur en n d’une telle fonction L s’exprime comme combinaison linéaire d’évaluations
de Li, aux racines de 'unité. Plus généralement, le théoreme de Kronecker—Weber per-
met d’obtenir, pour un corps de nombres abélien F', une expression de (r(n) en termes
d’évaluations de Li, aux racines de l'unité — qui ne sont cependant pas des éléments
de F en général. Notons enfin que la conjecture 1.1 se préte a (et est justifiée par)
des vérifications numériques, comme expliqué par ZAGIER (1991) et ZAGIER et GANGL
(2000).

La conjecture 1.1 a été prouvée pour n = 2 par Zagier (voir la note de bas de page (1))
et pour n = 3 par GONCHAROV (1991, 1994, 1995a). Le théoreme suivant a été prouvé
récemment par GONCHAROV et RUDENKO (2018).

THEOREME 1.2. — La conjecture de Zagier est vraie pour n = 4.

Remarque 1.3. — En utilisant 1’équation fonctionnelle reliant (z(s) & (r(1—s), on peut
exprimer (10) sous la forme plus simple ((1 —n) ~gx det (Pn(§;)),<j<q,, 00 (5(1 —n)
est le premier coefficient non nul dans le développement limité de (p(s) en s =1—n
(qui s’avere étre le coefficient de degré d,,).

1.3. Polylogarithmes multiples

Pour des entiers my,...,n, > 1 on peut généraliser (5) et définir en suivant
GONCHAROV (1995b) le polylogarithme multiple (a plusieurs variables)
k1 kr
Z ... Z
(11) Ling (215 20) = > ﬁ ,
1<ki<- <k, 1 777 P
qui est une fonction holomorphe au voisinage de z; = 0 et qu’on peut prolonger ana-
lytiquement. L’étude de telles fonctions, aussi appelées hyperlogarithmes, remonte au
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moins & KUMMER (1840) et POINCARE (1884). Elles apparaissent naturellement lors-
qu’on multiplie des polylogarithmes classiques, par exemple

Lin1 (Zl) Llnz (22) = Linl,ng (Zla ZQ) + Ling,?’u (227 Zl) + Lin1+n2 (2122) )

qui s’obtient facilement en découpant le domaine de sommation double. On appelle
poids la somme ny + - - - +n, des indices dans (11) et profondeur le nombre r d’indices.
Un fait général est que les relations fonctionnelles linéaires entre polylogarithmes mul-
tiples sont homogenes pour le poids. En revanche, pour un poids donné, il existe de
nombreuses relations entre polylogarithmes multiples de profondeurs différentes. Par
exemple, la relation suivante, valable autour de x = y = 0 et qui se montre par diffé-
rentiation, permet d’exprimer la fonction de deux variables Li; ; comme combinaison
linéaire d’évaluations de la fonction d’une variable Lis :

Liyi(x,y) = Lig(W52) — Lig(24) — Lia(zy) -

y—1
De méme, en poids 3, les fonctions Lis 1, Lij 2 et Li; 11 peuvent toutes s’exprimer comme
combinaisons linéaires d’évaluations de Liz et de produits d’évaluations de Li; et Lis.

Ce phénomene s’arréte en poids 4, ou Lij, Lis, Lis, Liy ne suffisent pas a exprimer
tous les polylogarithmes multiples, comme remarqué par BOHM (1964) dans le contexte
du calcul des volumes hyperboliques en dimension 7 (voir aussi WECHSUNG (1991),
WOJTKOWIAK (1991), et GONCHAROV (1994)). Comme nous le verrons plus bas, c’est
ce qui rend le cas n = 4 de la conjecture de Zagier différent des cas n = 2,3 et crucial
dans la compréhension du cas général.

1.4. K-théorie et régulateurs supérieurs

La conjecture de Zagier est la partie émergée d’un iceberg qui interroge la description
de la K-théorie des corps. D’apres QUILLEN (1973), les foncteurs de K-théorie asso-
cient, pour tout entier i > 0, un groupe abélien K;(R) & un anneau (unitaire) R, qui
est un invariant « homotopique » de la catégorie des R-modules projectifs. Nous serons
surtout intéressés par la K-théorie rationnelle K;(R)g, qui est plus facile a calculer.
En effet, le théoréme de MILNOR et MOORE (1965) permet d’en donner une descrip-
tion « homologique » comme 'espace des éléments primitifs de ’homologie rationnelle
du groupe général linéaire stable GL(R) (I'union des groupes GLy(R), ou I'inclusion
GLN(R) < GLy+1(R) est donnée par g — (g ?)) :

K;(R)g ~ Prim H,(GL(R),Q) .

La K-théorie rationnelle d'un corps de nombres F' a été compléetement calculée par
BOREL (1974, 1977). En plus des calculs classiques Ko(F) = Z et K,(F) = F*, Borel
démontrer 'annulation Ky(F)g = 0 pour ¢ > 1. Concernant le degré impair, il dé-
finit pour tout n > 2 une classe de cohomologie dans H*"~!(GL(C),C/(2ir)"R), qui
induit un morphisme Ky, ;(C) — C/(2ir)"R. Celui-ci est compatible a la conjugaison
complexe et induit par fonctorialité et I'identification (8) le régulateur de Borel

P Kop_1(F) — R
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Il joue pour les groupes de K-théorie supérieurs le méme role que le régulateur de
Dirichlet (2) pour le groupe K1(Op) ~ Of (on a K;(Op)g ~ K;(F)q pour i > 2),
comme le montre le théoréme suivant.

THEOREME 1.4 (Borel). — Soit n > 2. Le régulateur p,, est injectif modulo torsion (et

) est

donc dimg Ko, 1(F)g = d,,). Son image est un réseau de R™ dont le covolume R;?
relié a la fonction zéta de F' par la formule

pre-a)
(12) (r(n) ~gx ——Rp" .
|Dr|

Les preuves déja mentionnées de la conjecture de Zagier pour n = 2, 3,4 s’appuient
sur le théoreme de Borel et la preuve de la conjecture suivante, que nous préciserons
plus bas, dont I’enjeu est de donner une « formule » pour le régulateur p,,.
CONJECTURE 1.5. — [l existe
— un sous-espace R,(F) C Q[F*];

— wune application linéaire v, : Kop_1(F)g — Bu(F) := Q[F*]/Rn(F) ;

tels que PE passe au quotient par R,(F) et qu’on ait le diagramme commutatif suivant :

Pn

En effet, (10) découle alors de (12) et (13) en prenant pour (&;)i<j<d, des représen-
tants des images par ¢, des éléments d'une base de Ks,—1(F)g.

Remarque 1.6. — Vu que le régulateur de Borel est d’abord défini sur la K-théorie de C
puis induit sur celle de F' par fonctorialité, il est naturel de sortir la conjecture 1.5 du
cadre des corps de nombres et de vouloir définir R, (F') et ¢, pour un corps F quel-
conque, de maniere fonctorielle en F' — ce que nous ferons dans le prochain paragraphe.

Remarque 1.7. — Le nombre rationnel implicite dans (12) devrait essentiellement étre,
selon une conjecture de LICHTENBAUM (1973), le quotient des ordres des sous-groupes
de torsion de K;(Op) pour i € {2n—2,2n—1}. Cela généralise naturellement (3) puisque
les sous-groupes de torsion de Ky(Op) et K1(Op) sont le groupe des classes de F' et
le groupe des racines de I'unité de F' respectivement. Cette conjecture est connue pour
F totalement réel et n pair (on renvoie le lecteur a I'article de survol de KAHN (2005)
pour plus de détails).

Remarque 1.8. — BEILINSON (1985) a défini des régulateurs pour toutes les variétés
algébriques sur Q (la construction de Beilinson dans le cas de la variété Spec(F’) redonne
le double du régulateur de Borel d’aprées BURGOS GIL (2002)) et conjecturé une vaste
généralisation du théoreme de Borel dans ce cadre. Une version de la conjecture de
Zagier pour la valeur en s = 2 de la fonction L d’une courbe elliptique sur Q, qui fait
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intervenir le dilogarithme elliptique de BLOCH (1978), a été démontrée par GONCHAROV
et LEVIN (1998).

1.5. Relations polylogarithmiques

On appelle R, (F) C Q[F*] comme dans la conjecture 1.5 un espace de relations
polylogarithmiques. GONCHAROV (1994, 1995a) a défini un candidat pour cet espace
qui a l'avantage d’avoir un sens pour un corps F' quelconque et que nous décrivons
maintenant (¢,

1.5.1. Définition récursive. — Pour démontrer des équations fonctionnelles pour la
fonction Li,, 'outil principal est de se ramener a la fonction Li,_; grace a 1’équation
différentielle

(14) dLi, (%) = Li,—1(2) dlog(z) .

Plus précisément, on se ramene a des spécialisations d’équations fonctionnelles en une
variable Y; a; Li,(z;(t)) = constante, avec a; € Q et z;(t) € C(t), qui se démontrent
par différentiation par rapport a t. La définition de R, (F') s’obtient en abstrayant ce
procédé.

On définit récursivement sur n > 2 un sous-espace R, (F') C Q[F*] et le quotient

Bn(F) = Q[FX]/RR(F) )

de maniere fonctorielle en F'; on note [z], la classe de x € F'* dans B,,(F). Les B, (F)
sont parfois appelés groupes de Bloch supérieurs”). Dans tout ce qui suit il sera pratique
de voir Q[F*] comme le quotient de Q[P'(F)] par les relations [co] = [0] = 0. On
considere

(15) 0y QIF¥] = A°F , [2] = —(1—a2) Az, [1] 0.
Pour n > 3, en supposant le foncteur B,,_; défini, on considere
(16) O QIF*] = B (F) @ FF | [a] = [2]i1 @ .

Ces formules sont censées rappeler (14). On définit alors R, (F') comme le sous-espace
de Q[F*] engendré par les différences (1) — £(0), pour £(t) € Q[F(t)*] dans le noyau
du morphisme 4, associé au corps F(t).

On montre que la fonction P,, passe au quotient par R, (C) et induit P,, : B,(C) - R
et donc PL : B,,(F) — R% pour F un corps de nombres.

Ezemple 1.9. — Calculons pour z € F* \ {1} :

~ 1 r—1 -1
-1 — _ _ _ _ -1 _1: e — —=
o(z]+z7 ) =—1—-2)ANe—(1—z ) Az 1_x/\x—i- . Nz ” Ne=0.

6. ZAGIER (1991) en avait auparavant considéré des variantes spécifiques au cas des corps de
nombres. Zagier comme Goncharov considérent en fait des versions des objets R, (F') et B, (F) dans
les groupes abéliens, respectivement sous-objets et quotients du groupe abélien libre Z[F*].

7. Cette terminologie est parfois utilisée dans la littérature pour désigner d’autres objets.
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Ainsi, I'élément &(t) = [tz] + [(tx)~'] est dans le noyau de d, : Q[F(t)*] — A(F()3)
et Pélément £(1) — £(0) = [z] + [x7!] est dans Ro(F). Ce raisonnement est analogue a
la preuve de I'équation fonctionnelle Py(z) + Po(27!) = 0 par dérivation et évaluation
en z = 0. Un raisonnement analogue permet de montrer par récurrence sur n > 2 la
relation [z], + (—1)"[z], = 0 dans B, (F'), qui correspond a l’équation fonctionnelle

P.(z) + (=1)"P,(z) = 0.

Remarque 1.10. — On espere pouvoir donner une description concréte (éventuellement
conjecturale) de R, (F') en produisant des familles assez générales de relations polylo-
garithmiques.

1.5.2. Relations polylogarithmiques pour n = 2,3. — Un rapide calcul montre que la
relation suivante, qui rappelle la relation & 5 termes (6), est vérifiée dans By(F) pour
tous les z,y € F'\ {0,1} :

y 1- y} z(l —y)

1 — 21 — =0.
(17) 2]z [y]2+[xL [1—x 2+ly(1—x) ) 0
Une forme plus agréable de cette relation est

4 .
(18) > (=1)'[r(ao, ..., @, ..., a1)]2 =0,
=0

ol ag, ay, as, as, as sont des points deux a deux distincts de la droite projective P!(F)
et ou 'on note r(a, b, c,d) = % le birapport de 4 points . On obtient (17) en spé-
cialisant & (ag, a1, as,az, as) = (00,0,1,x,y), et les relations [1]y = 0, [z]s + [z71]s = 0,
et [z]o+[1—x]s = 0 en spécialisant a des cas dégénérés. Un argument dii & WOITKOWIAK
(1996) montre que si F' est algébriquement clos, ces relations engendrent toutes les re-
lations polylogarithmiques pour n = 2. C’est aussi le cas si F' est un corps de nombres,
ce qui découle de la preuve de la conjecture de Zagier pour n = 2 et des travaux de
SUSLIN (1990). On conjecture que cela vaut pour tout corps F.

La preuve de la conjecture de Zagier pour n = 3 repose notamment sur une variante
de la relation (18) découverte par GONCHAROV (1994, 1995a). On peut l'écrire sous
la forme tres (anti)symétrique, découverte indépendamment par Goncharov et Zagier,
d’une relation « a 840 termes » dans Bs(F) :

6

(19) Z(—lng(ao,...,a/,\i,...,(16) =0 y
i=0
olt ag, . . . , ag sont des points de P?(F) en position générale et R3(ay, ..., as) € Q[F*] est

un invariant d’une configuration de 6 points en position générale dans le plan projectif
obtenue en antisymétrisant une variante du birapport (appelée trirapport). Goncharov
conjecture que les relations (19) et leurs spécialisations engendrent toutes les relations
polylogarithmiques pour n = 3.
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1.6. Complexes polylogarithmiques

Le programme de Goncharov va bien au-dela du cas des corps de nombres et propose
une description « symbolique » de la K-théorie rationnelle d’un corps F' quelconque,
dans l'esprit de la description de Ky(F') par MATSUMOTO (1969) et de sa généralisation
par MILNOR (1970). Cette proposition, qui a premiére vue peut sembler arbitraire, sera
éclairée par des considérations motiviques dans le prochain paragraphe.

Les morphismes 6, définis par (15) et (16) passent au quotient et induisent des
morphismes

by : Bo(F) = N°F§ et 0, By(F) = By1(F) @ F§ pour n>3.

Ces morphismes s’assemblent en un complexe, le n-eme complexe polylogarithmique,
noté B*(F,n), ou B,(F) est placé en degré cohomologique 1 :
0= By(F) — Byo1(F) @ F§ — Buo(F) @ N°F§ — -+

o By(F) @ A"PEG — A"Fg — 0.

Il est commode d’étendre les définitions a n < 1 en posant By(F) = Q, Bi(F) = I, et
donc B*(F,0) = Q, B*(F,1) = Fg[-1].

On peut maintenant énoncer une conjecture centrale du programme de Goncharov.
Notons gr. les gradués pour la 7-filtration en K-théorie (SouLE 1985), issue de la
structure de A-anneau sur K,(F')g induite par les opérateurs de puissance extérieure
des F-espaces vectoriels.

CONJECTURE 1.11. — On a des isomorphismes fonctoriels en le corps F', pour tout
entier n > 0 et tout entier relatif i :

H'(B*(F,n)) ~ gt Ky, —i(F)q -

On voit facilement que cette conjecture est vérifiée pour n < 1, ainsi que dans le
cas 1 = n puisque H"(B*(F,n)) = K)(F)qg, la K-théorie de Milnor rationnelle, qui est
isomorphe a gr? K,,(F')g d’aprés SUSLIN (1984) et SOULE (1985).

Remarque 1.12. — Une des sources de la conjecture 1.11 est le résultat de SUSLIN
(1990) qui fournit une suite exacte ®

0 — g2 [(F)g — QF*]/RY(F) 2 AX(Fg) — Kao(F)g — 0,

ot lon a noté RS (F) C Ra(F) le sous-espace engendré par les relations a 5 termes (17)
et leurs spécialisations. On en déduit une surjection gr2 K3(F)q — H'(B*(F,2)), qui
est un isomorphisme si et seulement si R§5)(F) = Ry(F'), ce qui est le cas si F' est un
corps de nombres ou un corps algébriquement clos par la discussion du §1.5.2.

8. Le résultat de Suslin est plus précis puisqu’il prend aussi en compte la torsion en K-théorie.
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Dans le cas d'un corps de nombres, les travaux de Borel (et la réinterprétation du
régulateur de Borel par Beilinson, voir la remarque 1.8) ont pour conséquence ’annu-
lation :

(20) gy Ko, i(F)g=0 si i#1 (F corps de nombres) .

La conjecture 1.11 implique donc dans ce cas un isomorphisme Ky, 1(F)g =~ ker(d,)
dont la composition avec l'inclusion ker(d,) C B, (F') devrait donner lieu & un mor-
phisme ¢,, comme dans la conjecture 1.5.

Notons aussi que la conjecture 1.11 est compatible avec (et en fait implique) la conjec-
ture d’annulation suivante de BEILINSON (1985) et SOULE (1985).

CONJECTURE 1.13 (Beilinson-Soulé). — Pour tout corps F' et tout entier n > 1 :
gI‘:Kgn_i(F)Q =0 St 1 S 0.
Cette conjecture est vérifiée pour les corps de nombres par (20).

Remarque 1.14. — La conjecture 1.11 exprime le fait que B*(F,n) est un compleze
motiviqgue pour la variété Spec(F'), au sens de LICHTENBAUM (1984) et BEILINSON
(1987).

1.7. Une stratégie vers la conjecture de Zagier, premiere version

En extrapolant a partir des preuves de la conjecture de Zagier pour n = 2,3, il
est tentant, en suivant GONCHAROV (1993, 1994, 1995a), de procéder comme suit. On
cherche d’abord une application R,, de I’ensemble des familles de 2n points dans P"~!(F)
en position générale, a valeurs dans Q[F*]. Supposons que R, soit invariante pour
l'action de GL,(F) sur P"~}(F) et qu'on ait la relation dans B, (F) :

2n
(21) > (=1)'Ry(ag, ..., a,...,a2,) =0,
i=0
pour tous les ag, . .., as, en position générale dans P"~!(F). (On peut méme aller plus

loin et spéculer sur le fait que les relations (21) et leurs spécialisations engendrent les
relations polylogarithmiques.)

La suite de I'argument repose sur une construction d’algebre homologique due a
SUSLIN (1984). Notons G (F, 1) le Q-espace vectoriel librement engendré par ’ensemble
des GL,.(F)-orbites de familles (ay,...,a;) de points de F" en position générale. On a

des différentielles

k
0:Gr(Er) — Gr_1(F,1), (ag,...,ax) — Z(—l)’(ao,...,@,...,ak)

i=0
k .
O Gp(F,r) — G (Fyr = 1), (g, ai) = Y (=) (as]ag, . .. @, ... ap)
i=0

ou la notation (a;|ag,...,a;, ...,a) désigne la configuration associée aux images des
points ag, . .., a,...,a; dans F"/Fa; ~ F"~!. Elles donnent lieu & un complexe double
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formé des Gi(F,r) pour k > r > n, dont le complexe total est noté BG*(F,n),
le néme compleze bigrassmannien. Par convention, Gy (F,r) y est placé en degré co-
homologique 2n — k. La motivation pour cette construction est que si F' est un corps
infini, (G4(F,n),0) est une résolution du GL, (F)-module trivial Q et permet donc de
construire des classes de cohomologie de GL,,(F"). On considere tous les n a la fois pour
produire des classes de cohomologie du groupe linéaire stable GL(F).

Une application R,, comme ci-dessus induit un morphisme R, : Ga,—1(F,n) — B, (F)
qui vérifie R,, 09 = 0. Supposons qu’on puisse 1’étendre en un morphisme de complexes

R, : BG*(F,n) — B*(F,n) .
Alors on obtient par un argument d’homologie des groupes un morphisme
Hgn_l(GL(F), @) — ker(én) C Bn(F> s

et donc un morphisme ¢, : Kop_1(F)g — B,(F). Il n’y a aucune raison a priori pour
que ce morphisme fasse commuter le diagramme (13) (ou méme qu’il soit non nul). Des
techniques générales développées par Goncharov permettent de le montrer si I'on sait
calculer la composante G, (F,n) — A"(F*)g de R,, & lautre extrémité du complexe
bigrassmannien.

1.8. Nécessité des polylogarithmes multiples

L’existence d’'un morphisme R, comme dans le paragraphe précédent est appelée
« conjecture optimiste » par GONCHAROV (1994, Conjecture 5.12). En effet, cette stra-
tégie semble étre difficile a faire fonctionner au-dela des cas n = 2, 3. La raison est qu’il
est difficile de produire des relations « intéressantes » dans B, (F') (ou, ce qui revient au
méme, des équations fonctionnelles intéressantes pour les polylogarithmes classiques Li,
ou P,,) pour n > 4, et les relations de cocycle (21) semblent inaccessibles en général. En
pratique, les équations fonctionnelles pour les polylogarithmes classiques font naturel-
lement intervenir les polylogarithmes multiples, dont on ne peut se passer pour n > 4.
Il faut donc adapter la stratégie en considérant cette plus grande classe de fonctions —
méme si au bout du compte seuls les polylogarithmes classiques sont censés intervenir
si I'on croit a la conjecture de Zagier.

Dit autrement, il apparait rétrospectivement que les espaces B, (F) et les com-
plexes B*(F,n) sont des objets trop petits pour étre facilement maniables. On les verra
plus bas a l'intérieur d’objets plus naturels et plus structurés : la cogebre de Lie mo-
tivique C(F') et son complexe de Chevalley—Eilenberg. Le prochain paragraphe a pour
but d’introduire ces objets et les liens qu’ils entretiennent avec la K-théorie.

2. MOTIFS DE TATE MIXTES ET K-THEORIE

On introduit maintenant la catégorie des motifs de Tate mixtes sur F' et on développe
son formalisme tannakien. Il sera commode de supposer que la conjecture d’annulation
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de Beilinson—Soulé (conjecture 1.13) est vraie, ou, ce qui revient au méme, de se res-
treindre au cas des corps F' pour laquelle elle est vérifiée, ce qui inclut le cas des corps
de nombres.

2.1. Motifs de Tate mixtes

Pour un corps F, notons DM(F) la catégorie triangulée des motifs sur F' a coef-
ficients dans Q (dont différentes constructions équivalentes existent, notamment par
HANAMURA (1995), LEVINE (1998), et VOEVODSKY (2000)). Chaque variété X sur F'
définit un objet de cette catégorie, le motif de X, qu’il faut voir comme un complexe
qui controle toutes les versions de la cohomologie de X (de Rham, singuliere, (-adique,
etc.). Des foncteurs de réalisation définis sur DM(F') permettent de retrouver ces diffé-
rents groupes de cohomologie a partir du motif de X. La différence fondamentale entre
la catégorie des motifs et les différentes catégories de réalisations est que les morphismes
dans DM(F') sont définis en termes de cycles algébriques, et sont notamment reliés aux
groupes de Chow supérieurs de BLOCH (1986).

La catégorie DM(F') est tensorielle et on dispose d'un objet ®-inversible Q(—1), le
motif de Lefschetz, dont les réalisations sont les groupes de cohomologie H'(P}L\{0, c0}).
On note Q(—n) = Q(—1)®" pour tout n € Z. Grace a la comparaison entre groupes de
Chow supérieurs et K-théorie on a des isomorphismes

(22) Hompp(r) (Q(=n), QO)[i]) = gri Kon—i(F)g ,

qui expliquent 'irruption de la théorie des motifs dans des questions liées a la K-théorie.

Grace a l'annulation qui découle de la conjecture de Beilinson—Soulé, LEVINE
(1993) définit une t-structure sur la sous-catégorie triangulée de DM(F') engendrée par
les Q(—n) pour n € Z, dont le coeur est par définition la catégorie MT(F') des motifs
de Tate mixtes sur F. Tout objet M de cette catégorie est muni d’une filtration finie
(par le poids) par des sous-objets Wy, M de telle sorte que chaque gradué gri¥ M est
une somme directe finie d’objets Q(—n).

En suivant BEILINSON (1987) on est amené & formuler la conjecture additionnelle
suivante, parfois appelée conjecture du K(m,1).

CONJECTURE 2.1. — Pour tous entiers n,i le morphisme naturel

Extirr(r) (Q(—n), Q(0)) — Hompir) (Q(—n), Q(0)[i]) = grl Kz, i(F)qg

est un isomorphisme.

Le morphisme ci-dessus est, pour des raisons générales, un isomorphisme si ¢ = 0,1
et injectif pour i = 2. On en déduit, grace a 'annulation (20), que la conjecture est
vérifiée dans le cas d'un corps de nombres.

II est facile de décrire géométriquement les extensions de Q(—1) par Q(0)
dans MT(F"). Via I'isomorphisme entre le groupe d’extensions correspondant et F@, un
élément x € F'* est représenté par le motif de Kummer K(z), dont les réalisations sont
les groupes de cohomologie relative H*(PL \ {0,000}, {1,z}) si x # 1. La question de la
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description géométrique des extensions de Q(—n) par Q(0) dans MT(F') pour n > 2
est difficile, et constitue en quelque sorte le coeur de la conjecture de Zagier, comme
nous allons le voir.

2.2. Formalisme tannakien et complexes motiviques

La catégorie MT(F') est tannakienne neutre a coefficients dans Q. Les différentes
réalisations donnent lieu a des foncteurs fibre, parmi lesquels les foncteurs fibre de
Rham (si F' est de caractéristique nulle) wgr : MT(F) — Vectr, et Betti (cohomologie
singuliere, relative a un plongement complexe o : F' — C) wp : MT(F) — Vectg. La
comparaison war ®r C = wp ®g C entre ces foncteurs donne lieu a des matrices des
périodes pour les objets de MT(F). La matrice des périodes de Q(—n) est ((2im)").

Dans la suite on travaillera surtout avec le foncteur fibre Z-gradué canonique a valeurs
dans les QQ-espaces vectoriels :

(23) w:M— @ Homyrr(py (Q(—n), gryy M) .

nez
Si F est de caractéristique nulle, il s’agit d’une structure rationnelle sur le foncteur fibre
de Rham : w ®q F' ~ wqgr. La graduation sur w est couramment appelée poids, de sorte
que Q(—n) est de poids n .

Par le formalisme tannakien, la catégorie MT(F') est équivalente a la catégorie des
comodules sur une algebre de Hopf commutative Z-graduée H(F'), ou la graduation
est encore appelée poids. Concrétement, H,(F') est engendré en tant que Q-espace
vectoriel par des coefficients matriciels (M, v, ), ou M est un objet de MT(F') et
v:Q(—n) = gt M, ¢ : gr¥ M — Q(0) sont deux morphismes. Les relations entre
ces coefficients matriciels sont engendrées par les égalités (M, f ov,v¢) = (N,v,¢ o f)
pour des morphismes f : M — N et v : Q(—n) — griy M, ¢ : grf N — Q(0). On a
Hn(F) =0sin<0, Ho(F) =Q, Hl(F) :F(S

Le produit dans H(F') est induit par le produit tensoriel des objets de MT(F) et le
coproduit A : H(F) — H(F) ® H(F) se calcule par la formule

A(M7U790) = Z(M7ei790> ® (M,U,e;/) 9

ou (e;) est n’importe quelle base de w(M).

Il sera plus pratique de travailler modulo produits et de manipuler la cogebre de Lie
des indécomposables de H(F')

C(F) =Ho(F)/Hoo(F)Ho(F) , §:C(F) — A*C(F)
dont le cocrochet ¢ est induit par A. Elle est Z;-graduée et vérifie C\(F) = Fy.

Pour x € F*, I’élément correspondant de C;(F') est le coefficient matriciel du motif de

9. Les poids sont donc divisés par 2 par rapport a la notion habituelle, pour laquelle Q(—n) est de
poids 2n.
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Kummer K (z) ot v et ¢ sont induits par les isomorphismes naturels gry’ K(z) ~ Q(0)
et grV K(x) ~ Q(—1) respectivement. On le note

log®(z) € C,(F) .

Les éléments de H(F') ou C(F') sont parfois appelés périodes motiviques, un terme
qui recouvre plusieurs variantes de 1'idée des coefficients matriciels dans une catégorie
tannakienne de motifs (voir la remarque 3.1).

Remarque 2.2. — Le groupe tannakien correspondant au foncteur fibre (23) est le pro-
duit semi-direct de G,,, avec le schéma en groupes pro-unipotent U(F') = Spec(H(F'))
et est souvent appelé groupe de Galois motivique de la catégorie MT(F'). Il est comple-
tement déterminé par I'algebre de Lie graduée pro-nilpotente u(F') de U(F) (via la for-
mule de Baker-Campbell-Hausdorff), qui s’obtient en dualisant la cogebre de Lie C(F).
L’avantage de travailler dans H(F') ou C(F') est qu’'on peut facilement en produire des
éléments et calculer leur coproduit ou cocrochet, alors qu’exhiber des points de U(F)
ou des éléments de u(F’) est incommode.

Pour un entier n > 1 on considere la partie de poids n du complexe de Chevalley—-
Eilenberg de C(F'), noté CE®*(C(F))n, ou C,(F) est placé en degré cohomologique 1 :

0 = Cp(F) — (A2C(F)),, — (A’C(F)), — -+ — (A" 'C(F)), — A"C,(F) = 0.

Sa cohomologie calcule des groupes d’extensions dans la catégorie des C(F')-comodules
gradués, et plus précisément :

(24) H'(CE*(C(F))n) = Extyy () (Q(—n), Q(0)) .

Si l'on croit a la conjecture 2.1, les complexes CE®*(C(F)),, sont donc des complezes
motiviques (au sens de la remarque 1.14), dont I'existence est conditionnelle a la conjec-
ture de Beilinson—Soulé. (On a vu que les deux conjectures sont vérifiées dans le cas d'un
corps de nombres.) Une partie des travaux de Goncharov vise a définir, en s’inspirant
de CE*(C(F)), des complexes motiviques inconditionnels qui soient aussi explicites et
« petits » que possible.

Notons que dans le cas d'un corps de nombres F' on obtient I'isomorphisme incondi-
tionnel suivant qui identifie la K-théorie rationnelle de F' avec I'espace des primitifs de
la cogebre de Lie motivique :

(25) Ko 1(F)g ~ H'(CE*(C(F))n) = ker (8 : C,(F) — (A*C(F)),) -

De plus, on voit grace a (20) et (24) que C(F') est colibre. Dualement, ’algebre de Lie
motivique u(F') est libre et ses indécomposables en poids —n < —1 sont donnés par
lespace Kop—1(F)g).

Dans le paragraphe suivant on explique comment penser au régulateur dans le cadre
du formalisme tannakien.
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2.3. Réalisation de Hodge et régulateur

Soit F un corps de nombres. On a pour tout plongement ¢ : F — C un foncteur
de réalisation de Hodge MT(F) — MHS vers la catégorie des structures de Hodge
mixtes rationnelles, qui factorise les foncteurs de réalisation wg, wqr, w. Il induit pour
tout n > 1 un morphisme au niveau des groupes d’extensions

(26) Extyrr(m (Q(—n), Q(0)) — Bxtyug(Q(—n), Q(0)) ~ C/(2im)"Q .

Rappelons qu'un nombre complexe a € C/(2im)"Q correspond par ce dernier isomor-
phisme a la structure de Hodge mixte dont une matrice des périodes est

(5 o)

ou la deuxieme colonne donne la position de la filtration de Hodge dans une base
rationnelle compatible a la filtration par le poids. Le motif de Kummer K (x) donne
lieu a une structure de Hodge mixte pour laquelle

(27) a= Zcit =log(z) € C/2inQ,

1
avec z = o(x).
Sil’on somme (26) sur tous les plongements complexes de F', on obtient en tensorisant
par R a l’arrivée et en utilisant (8) et (22) un morphisme

(28) @yt Koy 1(F)g — R

qu'on peut appeler régulateur de Hodge. On devrait avoir 1’égalité w, = p,, avec le
régulateur de Borel, mais ce résultat ne semble pas étre dans la littérature.

Le point de vue de la réalisation de Hodge fournit en fait plus que le régulateur (28) :
on a pour tout entier n» un morphisme

@y : Cu(F) — R

qui induit (28) en restriction au noyau du cocrochet §, isomorphe a Ky, 1 (F)g via (25).
Il apparait chez GONCHAROV (1999) sous le nom de morphisme des périodes réelles ou
Lie-périodes (voir aussi BROWN (2014) pour une interprétation tannakienne comme
variante du morphisme des périodes univaluées). Explicitons sa définition en suivant
BEILINSON et DELIGNE (1994). Représentons un élément de C,(F') par un coefficient
matriciel (M, v, ). Pour un plongement o : ' — C, soit P une matrice des périodes
de M (matrice de I'isomorphisme naturel w(M) ®qC ~ war (M) @r C = wp(M) @ C).
Si D désigne la matrice diagonale qui agit par (—1)* en poids k, le produit DP P est
alors une matrice unipotente. La composante de w, (M, v, ¢) correspondant au plonge-
ment o est alors ’accouplement

(v, %log(DﬁfllD)v) .

Par exemple, w; (log®(z)) a pour composantes les log |o(z)].
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3. LA CONJECTURE DE ZAGIER DANS LE CONTEXTE
MOTIVIQUE

On passe maintenant a l'interprétation motivique de la conjecture de Zagier, d’apres
BEILINSON et DELIGNE (1994) et GONCHAROV (1994, 1995a). En suivant Goncharov,
on arrivera naturellement a 1’énoncé de la conjecture de liberté sur la structure de la
cogebre de Lie motivique.

3.1. Motifs polylogarithmiques et polylogarithmes motiviques

On dispose pour tout = € F* dun motif polylogarithmique L(zx), qui est un ind-
objet de MT(F) tel que gr, L(z) ~ Q(—k) pour tout entier naturel k. Une matrice de
périodes de Wy, L(z), relative a un plongement o : F' — C, est de la forme suivante, ot
I'on note z = o(x).

1 Lij(z) Lig(z Li3<,§) e Li,(2)
n—1
2ir  2irlog(z)  2im' & ... 217r1°(gn_’17)<§>
(2im)?  (2im)log(z) .- (2im)PE L)
(20) (2ir)3
0

(2im)™

(Si x = 1, Lij(2) n’est pas défini et doit étre remplacé par 0 dans cette matrice.)

L’apparition de Li,(z) dans une matrice des périodes s’explique par la formule intégrale
suivante, valable pour z ¢ |1, +00] :

zdty - - dt,
Liy(2) = / L .
0<ti<-<ta<1 (1 — 2ty)ty - - - Ly
Pour tout entier n > 1, le motif polylogarithmique donne lieu, via les isomorphismes
griV L(x) ~ Q(0) et gri L(x) ~ Q(—n), & un coefficient matriciel noté
(30) Li(z) € C,(F)
et appelé polylogarithme motivique. La structure trés simple de L(z), reflétée dans la

structure par blocs de la matrice (29), permet de calculer son cocrochet, donné pour
n > 2 par la formule :

(31) O LiC(x) = Li¢_ | (z) Alog€(z) .

Notons que § Li¢(z) a seulement une composante non nulle dans C,_;(F) ACy(F). Si F
est un corps de nombres, un calcul rapide utilisant (29) montre qu’on a 1’égalité au
niveau des régulateurs de Hodge :

(32) @ (Liy (2)) = Py (2) .

Cela justifie le choix de P,, comme version univaluée de Li,.
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Remarque 3.1. — C’est I'équation (32) qui justifie Iappellation polylogarithme mo-
tivique pour Délément Li¢(z). 11 existe dans la littérature des variantes de cette
construction qui portent le méme nom et jouent des roles différents, mais qui ont en
commun de venir de coefficients matriciels dans une catégorie tannakienne de motifs
(comme MT(F)) ou de systémes de réalisations (structures de Hodge mixtes, etc.). Par
exemple, on peut considérer une version Li’f(z) dans 1’algebre de Hopf motivique H(F),
dont Li¢(z) est la version modulo produits. On en déduit par itération maximale du
coproduit (réduit) le symbole de Liy,(z), qui est égal A LiS(2) = —(1—2)®2®--- @ et
vit dans (H1(F))®" = (Fg)®". Une autre variante, plus proche de la notion de période,
est de considérer ’algebre des périodes motiviques, relative a un plongement complexe
de F, notée P(F') = O(@ﬁﬂ ) (war, wp)), dont les éléments sont représentés par des
coefficients matriciels (M, a, 7) avec M € MT(F), a € wqr(M) et 7 € wg(M)V. Cette
algebre est munie d’un morphisme d’algebres vers C, le morphisme des périodes, et on
peut relever (une détermination de) Li,(x) € C en un élément Li” (z) € P(F). Cette
derniere construction faisant intervenir la réalisation de Betti en plus de la réalisation
de de Rham (ou w-réalisation), elle permet de prendre en compte le caracteére multivalué
de la fonction Li,. On renvoie le lecteur a I’article de survol de BROWN (2017) pour un
tour d’horizon de ces notions.

Remarque 3.2. — A bien des égards, les relations entre polylogarithmes motiviques (et
plus généralement entre périodes motiviques) se prouvent comme les relations entre
polylogarithmes, c¢’est-a-dire par différentiation, ou le cocrochet joue le role de la diffé-
rentielle. Soit B un ouvert non vide de AL = Spec(F[t]). Par localisation, la K-théorie
de B, définie comme la K-théorie de I'anneau des fonctions O(B), s’exprime en termes
de la K-théorie de F' et de ses extensions finies. Par le théoréeme de Borel, on dispose
donc si I est un corps de nombres d’une catégorie MT(B) de motifs de Tate mixtes (ou
faisceaux motiviques de Tate mixtes) sur B, et on montre que le morphisme structurel
B — Spec(F) induit un isomorphisme

(33) Extyrr(r) (Q(—n), Q(0)) = Extys)(Q(—n), Q(0))

pour tout n > 2 (phénomene de rigidité). Soit £(t) € Q[O(B)*] tel que 6(Li€(£(t))) = 0,
avec n > 2. Alors par (33) on voit que Li¢(£(t)) est indépendant de ¢, et il suffit de
spécialiser ¢ en un point rationnel de B pour trouver la constante. Si F' = Q et n est
pair, annulation de Kj,_1(Q)q implique que la constante est nécessairement zéro. En
travaillant avec des variations de structures de Hodge mixtes on peut traiter le cas de
bases plus générales (voir par exemple GONCHAROV (2002)).

Remarque 3.3. — Dans l'esprit de la remarque précédente, on peut voir Li, comme un
motif de Tate mixte sur la base P\ {0, 1, co}. En réalisation de Hodge, on obtient une
variation de structures de Hodge mixtes sur P'(C) \ {0, 1, 00} étudiée par HAIN (1994)
(le systeme local sous-jacent avait été calculé par RAMAKRISHNAN (1982)). La pré-
sence d'une connexion (de Gauss—Manin) dans ce formalisme explique la ressemblance
formelle entre 1'équation différentielle (14) et I'expression du cocrochet (31).
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3.2. Interprétation motivique de la conjecture de Zagier

Le raisonnement de la remarque 3.2 implique que le morphisme

in 2 Bp(F) = Co(F) , [2]n — Li¢(2)
est bien défini pour tout n > 2. De plus, la formule (31) implique que log® : Fy = Ci(F)
et to,..., 1, s"assemblent en un morphisme de complexes
t*(n) : B*(F,n) — CE*(C(F))n -
On obtient donc, au niveau des H', un morphisme
U+ ker(8,) — ker (8: Co(F) = (A’C(F))n) -

Si F' est un corps de nombres, on a donc grace a (25) et (32) le diagramme commutatif

suivant :

tn

(34) ker(d,,) Rén

Kon-1(F)q

Py

La ressemblance formelle avec le diagramme (13) ne doit pas tromper le lecteur sur le
fait que 1, va dans le sens opposé a ¢, | L'existence du diagramme (34) n’est pas suffi-
sante pour prouver la conjecture de Zagier, qui serait une conséquence de la conjecture
suivante (et de 1’égalité des régulateurs w, = p,).

CONJECTURE 3.4. — Le morphisme 1,, est surjectif.

En effet, (10) découle alors de (12) et (34) en prenant pour (&;)1<;j<4, des antécédents
par 1, d'une base de Ko,_1(F)g.

Remarque 3.5. — Le diagramme (34) a été construit par BEILINSON et DELIGNE (1994)
en supposant 'existence du formalisme motivique, et indépendamment par DE JEU
(1995). En fait, Beilinson-Deligne comme de Jeu rendent ¢, et donc v, injectifs en
remplagant 1'espace R, (F') des relations polylogarithmiques par I’espace des relations
satisfaites par les Li¢(z).

Remarque 3.6. — Via le dictionnaire tannakien, la conjecture 3.4 affirme que toutes les
extensions de Q(—n) par Q(0) dans MT(F) se trouvent dans la sous-catégorie tanna-
kienne engendrée par les motifs polylogarithmiques L(x) pour x € F*.

Il est important de noter que le morphisme ¢,, : B, (F) — C,(F') lui-méme n’est pas
surjectif pour n > 4 (c’est-a-dire que les motifs polylogarithmiques n’engendrent pas
la catégorie tannakienne MT(F")). En effet, on peut par exemple produire des éléments
de C4(F) dont le cocrochet a une composante non nulle dans Co(F') A Co(F). Clest ce
phénomene qui rend le cas n = 4 de la conjecture de Zagier si crucial dans la perspective
du cas général.
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3.3. La conjecture de liberté

3.3.1. Enoncé. — La conjecture suivante de GONCHAROV (1994, 1995a) renforce la
conjecture 3.4 de maniere cohérente avec la conjecture 1.11.

CONJECTURE 3.7. — Pour tout n > 1, le morphisme de complexes 1*(n) est un quasi-
isomorphisme.

On l'appelle conjecture de liberté a cause de la formulation équivalente suivante.

CONJECTURE 3.8. — (i) La cogébre de Lie quotient C(F')/Cy(F) est colibre.

(it) Pour tout n > 2, le morphisme t,, est injectif et identifie B,,(F') avec l'espace des
primitifs de C(F)/C(F') en poids n.

Dualement, cette conjecture affirme que la sous-algebre de Lie u(F)<_o de l'algebre
de Lie motivique u(F') est libre et que ses indécomposables en poids —n < —2 sont
donnés par V'espace B,(F)". Si F est un corps de nombres, on a vu que l'algebre de
Lie motivique u(F') est libre et il en est donc de méme pour u(F)<_o, ce qui regle le

point (i) .

Remarque 3.9. — La conjecture de liberté peut étre séparée en deux énoncés relative-
ment indépendants. D’une part, 'injectivité de ¢,, revient a dire que les seules relations
satisfaites par les polylogarithmes multiples motiviques Lig(x) sont celles prévues par
I'espace des relations polylogarithmiques R, (F'). D’autre part, I’enjeu est de préciser
la place des polylogarithmes motiviques a l'intérieur de la cogebre de Lie motivique; la
conjecture implique notamment qu’on peut identifier via ¢,, :

(35) Bo(F) = {a € Co(F) | bv € Cor(F) ACL(F)} .

3.3.2. La conjecture de liberté en bas poids. — Explicitons la conjecture de liberté en
poids n = 2, 3, 4.

— En poids 2 elle affirme que 5 : By(F) — Co(F) est un isomorphisme. Ce résultat
est connu si F' est un corps de nombres comme sous-produit de la preuve de la
conjecture de Zagier pour n = 2 et des travaux de Suslin (voir la remarque 1.12).

— En poids 3 elle affirme que ¢3 : B3(F) — C5(F) est un isomorphisme ; méme dans le
cas d’un corps de nombres, on ne sait prouver ni 'injectivité ni la surjectivité.

— En poids 4 elle prend la forme d’une suite exacte courte

62,2

(36) 0—>B4(F)i)C4(F)—>CQ(F)/\Cg(F)—>O

On sait seulement montrer que dy 2 est surjectif si /' est un corps de nombres (voir
§5.1 plus bas).
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3.4. Une stratégie vers la conjecture de Zagier, version raffinée

Le diagramme (34) semble étre 1'habitat naturel de la conjecture de Zagier, et la
conjecture 3.4 (surjectivité de 1,,) semble étre plus fondamentale que la conjecture 1.5,
qui nécessite d’inventer un morphisme ¢, (conjecturalement une section de 1,) en
découvrant des relations polylogarithmiques — la conjecture 3.4 n’étant pas concernée
par ces relations. Malheureusement, cette approche « naturelle » a la conjecture de
Zagier n’a pas encore porté ses fruits. L’obstacle principal est que la définition des
motifs de Tate mixtes est si peu explicite qu'on ne sait pas tres bien dire « a quoi
ressemble » un élément de C,(F).

Malgré ce constat, le point de vue motivique permet de raffiner la stratégie vers la
conjecture de Zagier en mettant en lumiere le réle central joué par la cogebre de Lie
motivique. Il semble en effet plus raisonnable de chercher a définir un morphisme de
la K-théorie vers (les éléments primitifs de) C(F'), et de s’en remettre & la conjecture
de liberté pour en déduire une fleche vers B(F') comme dans la conjecture 1.5.

La conjecture de liberté étant présentement hors de portée, on procede via des rem-
placements « symboliques » des espaces B, et C,, qu’on note B, et C,,, et qui sont
définis par générateurs et relations explicites, avec la méme structure abstraite (cocro-
chets) que leurs versions calligraphiques et des morphismes B — B et C' — C (dont
on peut conjecturer qu’ils sont des isomorphismes). Il faut penser a B,(F') comme &
un remplacement de B, (F') ou les relations polylogarithmiques inexplicites R, (F') sont
remplacées par des familles explicites de relations. Le groupe C,(F') joue un rdle si-
milaire mais incorpore la structure motivique de tous les polylogarithmes multiples,
qu’on étudiera au prochain paragraphe. La structure conjecturale de la cogebre de Lie
motivique joue un réle de guide et suggere une stratégie vers le conjecture de Zagier
découpée en deux étapes relativement indépendantes :

1) La premiere étape consiste a construire un morphisme
Ko 1(F)g — H'(CE*(C(F)),) = ker (8 : Cu(F) = (A’C(F))n)
a partir d’'un morphisme de complexes
(37) BG*(F,n) — CE*(C(F))n

comme au §1.7. Les techniques générales développées par Goncharov permettent de
démontrer la compatibilité souhaitée entre le régulateur de Borel et le régulateur de
Hodge induit sur C,,(F') via le morphisme vers C,(F"). On obtient comme corollaire de
cette premiere étape une version « faible » de la conjecture de Zagier, ou les polylo-
garithmes classiques sont remplacés par les polylogarithmes multiples. GONCHAROV
(2005b) a apporté une contribution importante dans cette direction en décrivant
le régulateur de Borel via une fonction appelée polylogarithme grassmannien (uni-
valué¢). CHARLTON, GANGL et RADCHENKO (2019) donnent une formule pour une
variante multivaluée de cette fonction, due & GONCHAROV (2013), en termes de
polylogarithmes multiples. En principe, la marche a suivre est donc d’étendre ces
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formules en un morphisme de complexes (37). Nous ne rentrerons pas dans les détails
de cette partie du travail de GONCHAROV et RUDENKO (2018), dans le cas n = 4,
qui s’appuie notamment sur des travaux antérieurs de GONCHAROV (2000).

2) La deuxiéme étape consiste a prouver une version « symbolique » de la conjecture de
liberté, c’est-a-dire a démontrer que le morphisme naturel B*(F,n) — CE*(F,n)
est un quasi-isomorphisme 9. Pour n = 4, cette tache a été accomplie par GANGL
(2016) et GONCHAROV et RUDENKO (2018), et nous en décrirons les grandes lignes
apres un interlude sur les polylogarithmes multiples dans le contexte motivique.

4. POLYLOGARITHMES MULTIPLES MOTIVIQUES ET
PROFONDEUR

On explique maintenant comment définir des versions motiviques des polylogarithmes
multiples dans la cogebre de Lie motivique,

.C
Llnl,...,nr (l‘l, c. ,Jfr) € Cn1+‘..+nr (F) 5
pour des entiers ny,...,n, > 1 et des éléments x1,...,x, € F'*. Ils sont définis comme

des coefficients matriciels d’un motif de Tate mixte sur F' appelé groupe fondamental
motivique, ce qui reflete I'interprétation des polylogarithmes multiples comme intégrales
itérées. Le concept de profondeur ('entier r) fera 1'objet d’'une discussion particuliere.
On introduit aussi certaines variantes, les corrélateurs, en suivant GONCHAROV (2019).

4.1. Intégrales itérées
Pour une variété différentielle X, des 1-formes différentielles wq, ..., w, sur X, et un

chemin lisse v : [0, 1] — X, on définit I"intégrale itérée

/wl...wn = / f1<t1)dt1fn(tn)dtn
~ 0<t1 <--<tn<1

ou l'on a noté f;(t)dt le tiré en arriere de w; par 7. Cela généralise le concept classique
d’intégrale d’une 1-forme le long d’un chemin a des mots formés de 1-formes.

Dans le cas ou X = P(C)\ {ay,...,a,,00} est la droite projective épointée, on note,
pour des points-base ag, a,11 € X,
ant1  dt dt
38 I[(ag;ay,...,ay;a :/
(38) (a3 01 i Gns1) aw t—a t—anp

qui dépend d’un choix de chemin de ag vers a,,; dans X. On peut étendre cette défini-
tion au cas ou ag, a,y1 sont « a 'infini » dans X, c’est-a-dire parmi aq, . .., a,, c0. Dans
ce cas-la 'intégrale itérée peut diverger (ce qui est le cas si et seulement si ag = a4
ou a, = apy1) et on fixe des vecteurs tangents a P'(C) en ag et a,,1 (qui sont alors
appelés points-base tangentiels) pour la régulariser. Il est alors naturel de considérer

10. Pour l’application a la conjecture de Zagier, on a seulement besoin de montrer qu’il induit un
isomorphisme au niveau des H'.
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des chemins 7 : [0,1] — P!(C) qui partent de aq et arrivent en a,; avec des vecteurs
vitesse égaux aux vecteurs tangents prescrits, et sont tels que y(t) € X pour 0 < ¢t < 1.

Pour des entiers ny,...,n, > 1 et des nombres complexes non nuls aq, ..., a, on note

Inl,m,nr (ala coey Qg CLT+1> = (_1)1“ I(Ou ay, {0}”1717 az, {0}%271’ ceey A, {O}nril; CLT+1)

ott {0}* désigne une liste de 0 de longueur k. Cette notation est abusive et dépend du
choix d’'un chemin de 0 & a,,1. Dans le cas divergent (n, = 1,a, = a,41) la convention
est de régulariser l'intégrale itérée via le vecteur tangent a,.; en a,,;, de sorte que
Iy (a;a) = 0.

Un calcul rapide montre que les polylogarithmes multiples s’expriment en termes
d’intégrales itérées sous la forme :

Llnl,...,nr(xh s 7$r) - Inl,...,nr(]w L1, XL1T2y ... L1T2 " Typ—1;L1T2 " xr) 5

ou réciproquement :

Inlv---:n'r ((11, coesy Qg ar+1) = Lin17.__7n7‘(a—2 as M)

R RR R R
4.2. Groupoides fondamentaux motiviques et polylogarithmes multiples mo-
tiviques

Soit F' un corps de nombres pour lequel on fixe un plongement complexe. Soit S C
P!(F) un ensemble fini contenant oo, et notons X = PL \ S. On fixe un ensemble fini
de points-base (éventuellement tangentiels) sur X, définis sur F. On note 7™ (X (C))
la. complétion pro-unipotente (ou de Malcev) du groupoide fondamental topologique de
X(C) relatif au choix de points-base, qui est un schéma en groupoides défini sur Q qui
factorise les représentations unipotentes de (X (C)). Les intégrales itérées donnent
lieu, d’apres CHEN (1977), a un isomorphisme :

(39) T(Hgp(X)) @ C = O(@"(X(C))ap) @0 C ,

ou T'(V) désigne 'algebre tensorielle sur V' et la fleche associe a un mot wy - - - w,, la fonc-
tion d’intégration v +— [, wy - - - w, définie sur les chemins v de a a b dans X (C). On peut,
d’aprés DELIGNE (1989), GONCHAROV (2001b, 2005a) et DELIGNE et GONCHAROV
(2005), voir (39) comme l'isomorphisme des périodes d'un ind-objet de la catégorie
MT(F), noté O(7**(X),s). En réalisation de Hodge cette construction remonte aux
travaux de MORGAN (1978) et HAIN (1987).

En w-réalisation, le Q-espace vectoriel Homyir(g) (Q(—k), gry, O(712°(X)qp)) est in-
dépendant de a,b et a une base formée des mots de longueur k en les dt/(t — s),
pour s € S\ {o0}. On a donc un isomorphisme canonique gry O(7"°(X), ;) — Q(0),
et I'intégrande de (38) permet de définir un coefficient matriciel

]C(ao;al, ey ang) € Co(F)

pour tous les ag,...,a,+1 € F, qui ne dépend pas de choix de chemin de ag a a,1, et
ne dépend de choix de vecteurs tangents en ag et a,,1 que si n = 1. Par les formules
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du paragraphe précédent, on obtient aussi des éléments

(40) IC ((11, vy Qe CL7-+1) S Cn1+...+nr<F) et Ligl,...,nr (Il, R ,Z‘T) S Cn1+--~+nT (F) s

ni,...,Nr
associés & ay,...,a,41 ou xy,...,x, dans F*. Ils généralisent (30) et on les appelle
polylogarithmes multiples motiviques (dans leur version modulo produits). La conjecture
suivante est due & GONCHAROV (1995b).

CONJECTURE 4.1. — Les polylogarithmes multiples motiviques (40) engendrent la co-
gébre de Lie motivique C(F).

Via le dictionnaire tannakien, cette conjecture affirme que la catégorie tanna-
kienne MT(F) est engendrée par les ind-objets O(m"* (P \ S)a5), pour S C PY(F)
un sous-ensemble fini contenant oo et a,b des points-base (éventuellement tangentiels)
définis sur F'.

Remarque 4.2. — Parmi les progres vers cette conjecture, citons le théoreme de BROWN
(2012) selon lequel T'objet O(a*(Pg \ {0,1,00})), avec points-base tangentiels adé-
quats, engendre la catégorie MT(Z) € MT(Q) des motifs de Tate mixtes sur Z, et
les résultats antérieurs de DELIGNE (2010) dans le cas de certains corps cyclotomiques.
Dans une autre direction, BOHM (1964) montre que tous les volumes de polytopes hyper-
boliques s’expriment en termes de polylogarithmes multiples (voir RUDENKO (2020)).

GONCHAROV (2001a, 2005a) montre que le cocrochet des polylogarithmes multiples
motiviques est calculé par la jolie formule suivante MV, qui généralise (31) :
MC(GOSGL cy O Gpg)

41
( ) = Z Ic(ao;al,...,ai,ajﬂ,...,an;anﬂ)/\Ic(ai;aiﬂ,...,aj,l;aj) .
0<i<j<n

4.3. La conjecture de profondeur
On définit de maniére récursive une filtration croissante D (par la profondeur) sur la
cogebre de Lie motivique, en posant D_1C(F) = 0, DyC(F) = C1(F) et pour k > 1,
DiC(F)={a € C(F)|da € Ci(F)NC(F)+ Dp_1C(F) N Dx_1C(F)} .
Il s’agit d’une filtration exhaustive : pour tout entier n on a
(42) Co(F) = Diny2)Cu(F) -

Cette définition est plus claire dans le contexte dual de I'algebre de Lie motivique : la
filtration (décroissante) duale est donnée par D°u(F) = u(F), D'w(F) = u<_o(F), et
pour tout k > 2, D*u(F) = [u<_o(F), D¥1u(F)].

La filtration par la profondeur est compatible avec la notion de profondeur des po-
lylogarithmes multiples, au sens ou on a Liglmnr(ajl, ...,x,) € D,C(F) pour tous
les z1,...,x, € F*, comme on peut le voir en utilisant (41). La conjecture suivante

11. Le lecteur attentif remarquera que certains termes du membre de droite peuvent dépendre de
choix de vecteurs tangents en a1, ..., a,, méme si la somme n’en dépend pas.
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de GONCHAROV (2001a), appelée conjecture de profondeur, raffine la conjecture 4.1
et précise la place des polylogarithmes multiples motiviques dans la cogebre de Lie

motivique.
CONJECTURE 4.3. — Soit un entier k > 1. Les polylogarithmes multiples motiviques
Liglwm(wl, ooy ), pour v < k, engendrent DyC(F).

Pour k& = 1 on retrouve (35). Le théoreme suivant a été prouvé récemment par

RUDENKO (2020) et constitue un premier pas vers la conjecture de profondeur, au vu

de (42).

THEOREME 4.4. — Tout polylogarithme multiple motivique de poids n > 2 peut s’écrire
comme combinaison linéaire de polylogarithmes multiples motiviques Liﬁl’m’nr(xl, ceey )

avec r < |n/2].

On peut enlever le mot « motivique » de cet énoncé quitte a travailler modulo des
produits de polylogarithmes multiples de poids inférieur. Ce théoreme est une amélio-
ration notable de 'état antérieur des connaissances, ou la borne |n/2| était remplacée
par max{l,n — 2}.

4.4. Corrélateurs

GONCHAROV (2019) a introduit une maniere d’organiser les polylogarithmes mul-
tiples motiviques sous une forme plus symétrique (au sens de la symétrie cyclique voire
diédrale) qui semble bien adaptée a I’étude des relations. Les objets centraux sont ap-
pelés corrélateurs motiviques.

4.4.1. Produit et crochet d’Thara. — Soit S C P}(F) un ensemble fini contenant oo, et
notons S\ {oo} = {s1,...,sx}. On fait le choix d'un vecteur tangent & P} en chaque
point de S et on consideére le groupoide fondamental motivique 7% (PL \ S) relatif &
ce choix de points-base. On note II sa w-réalisation, qui est un schéma en groupoides
défini sur Q. Par le formalisme tannakien, il est muni d’une action du groupe tanna-
kien U(F'), qui a d’abord été étudiée par IHARA (1989) dans le cadre des représentations
galoisiennes. Notons d’abord que le groupoide II est constant : pour une Q-algebre R
et a,b € S, I, ,(R) est canoniquement isomorphe au groupe des séries non commuta-
tives « group-like » en N variables Xy,..., Xy :

Ha,b<R):{FER<<X17-'-7XN>> ) A(‘F):F@F}?

ou le coproduit (complété) A est déterminé par A(1) = 1®1 et A(X;) = 1 X;+ X;®1.
Cependant, I'action de U(F') sur Il,; est sensible aux points-base a, b.

Soit A le schéma en groupes dont les points sont les automorphismes du groupoide IT
qui agissent trivialement sur exp(X;) € I, 5, pour tout i = 1,..., N et sur exp(X) €

Moo 00, avee Xoo = —X; — -+- — Xy. L’action de U(F') sur II se factorise par A et
induit donc un morphisme de schémas en groupes U(F) — A. L’évaluation en la série
constante 1 € Il ¢, pour ¢ = 1,..., N, induit un isomorphisme de schémas A — P

ou P est le sous-schéma de Il 4 X -+ X Il s, formé des N-uplets (Fi,..., Fy) qui
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vérifient Fy X Fy '+ -+ FyXyEy' = X, + -+ + Xx. On a donc par transfert une loi
de groupe sur P qu’on appelle produit d’Ihara.

Passons maintenant aux algebres de Lie en notant a = Lie(A) et p = Lie(P). Cette
derniere algebre de Lie est 'espace des N-uplets (fi,..., fy) d’éléments de l'algebre
de Lie libre complétée Lie(Xy,...,Xy) qui vérifient [fi, Xi] + -+ + [fv, Xn] = 0.
Son crochet de Lie, noté {—, —} et appelé crochet d’lhara, est donné par la formule
{f,g} = h avec

hi = D[(gi) - Dg(fi) —fi 91

ou l'on note Dy l'unique dérivation continue de Ei\e(Xl, ..., Xn) qui est telle que
Dy(Xi) = [fi, Xi] pour tout i =1,..., N.

4.4.2. Codage par des mots cycliques. — DRINFEL'D (1990) donne la description sui-
vante de ’algebre de Lie p. On voit p a 'intérieur de 'algebre de Lie q, qui est définie de
la méme maniere en permettant aux f; d’étre des séries non commutatives quelconques
dans Q((X7,..., Xy)). Soit maintenant cyc l'espace des séries cycliques, c’est-a-dire
invariantes par permutation circulaire des lettres a I'intérieur de chaque mot, qui ont
un terme constant nul. Pour une série F' on note 0;F sa dérivée partielle par rapport
a X;, qui est donnée sur les mots par 0;(X;w) = w et 0;(X;w) = 0 pour j # i. On a
un isomorphisme c¢gc — q donné par F — (0 F,...,9,F). On a donc le diagramme
suivant d’algebres de Lie :

(43) u(F) a pe q cye

Pour décrire le crochet de Lie sur I'algebre de Lie cye il est plus commode de la
voir comme le dual linéaire d’une cogebre de Lie graduée Cyc. Pour tout entier n > 0,
une base de Cyc,, est donnée par les mots de longueur n 4+ 1 en X', ..., X considérés
modulo permutations circulaires des lettres a l'intérieur de chaque mot. Le cocrochet
sur Cyc est donné par

5(X1'0...Xin) — Z (Xij...Xik) A (Xik...Xij—l) ]

0<j<k<n
On a donc, dualement a (43), un morphisme de cogebres de Lie
(44) Cyc — C(F) .

On montre que ce morphisme ne dépend des choix des vecteurs tangents en les points-
base s1,...,Sy,00 qu’en poids 1.

4.4.3. Corrélateurs motiviqgues. — Soient xg, x1,...,x, € F et appliquons la construc-
tion du paragraphe précédent a un ensemble S D {xo,...,x,}. En appliquant (44) au
mot dont les lettres correspondent a x, ..., x,, on obtient un élément

Cor®(zg, &1, ..., 2) € Cu(F) ,
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appelé corrélateur motiviqgue par GONCHAROV (2019). On a la symétrie cyclique

Cor®(zg, 1, - . ., ) = Cor’(z1,. .., Tn, o) et la formule de cocrochet
(45)  §Cor’(zg,21,...,2n) = Y. Cor(zj,...,24) A Cor®(zp,...,7j.1) ,
0<j<k<n

qui peut étre visualisée a ’aide de coupures dans un disque, comme dans la figure 1.

Zo

xg x

X7 T2

Ze xs

Ts Xyg

FIGURE 1. Pour n = 8, le terme dans la formule de cocrochet (45) correspon-
dant a (j, k) = (3,6) est Cor(z3, 24, x5, 26) A Cor’(xg, 7, T3, T0, T1, T2).

En poids 1 on a
Cor®(zg, 21) = log (a1 — x0)
si on fait le choix du vecteur tangent en oo qui est dual & d(1/x). En poids 2 on a

Cor®(zg, 21, T2) = ng(ﬁ) .

Remarque 4.5. — Goncharov donne une formule intégrale pour w, (Cor®(zq, ..., x,))
et étudie des généralisations sur des courbes de genre supérieur qui devraient jouer un
role dans des généralisations de la conjecture de Zagier (voir la remarque 1.8).

Les corrélateurs motiviques s’expriment en termes des polylogarithmes multiples mo-
tiviques, et wvice versa. Par exemple, on montre facilement par récurrence sur n > 1
qu’on a ’égalité, pour x € F' :

Lig(x) = —Cor“(0,...,0,1,) .
NG
n—1
Il semble néanmoins que les relations entre corrélateurs motiviques aient une combina-
toire plus maniable que celles entre polylogarithmes multiples motiviques, notamment
du fait de la symétrie cyclique (comparer les formules (41) et (45)). Ils sont a la source
de la description « symbolique » par GONCHAROV et RUDENKO (2018) de la cogebre
de Lie motivique en poids < 4, que nous abordons maintenant.
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5. LA STRUCTURE DE LA COGEBRE DE LIE MOTIVIQUE EN
POIDS <4

On s’intéresse maintenant a la structure fine de la cogebre de Lie motivique en
poids < 4 et aux résultats de GANGL (2016) et GONCHAROV et RUDENKO (2018)
vers la conjecture de liberté et la conjecture de Zagier pour n = 4.

5.1. La relation a 5 termes en poids 4

Rappelons que la conjecture de liberté prévoit, en poids 4, la suite exacte courte (36).
En mettant de coté I'injectivité de t4, cela revient a montrer que la composante d2 5 du
cocrochet induit un isomorphisme

5272 : C4(F)/L4(B4(F)) — Cg(F) N CQ(F) .

La surjectivité est facile, au moins dans le cas d’un corps de nombres ou 'on sait que
Cy(F) est engendré par les dilogarithmes motiviques Li$(z) pour z € F*. La formule
générale (41) implique en effet 1’égalité, pour x,y € F* :

(46) 02215, (2, y) = — Liz(x) A Lis(y) -

Pour prouver I'injectivité, il faut déja montrer que tout polylogarithme multiple mo-
tivique de poids 4 dont le cocrochet 025 s’annule est une combinaison linéaire de po-
lylogarithmes motiviques Li§(z). (C’est suffisant si 'on croit a la conjecture 4.1, ou
dans une version « symbolique » de la cogebre de Lie motivique ou seuls les polyloga-
rithmes multiples apparaissent.) Une premiere réduction (voir GANGL (2016) et DAN
(2008) corrigé par CHARLTON (2017)) permet d’exprimer tout polylogarithme multiple
motivique de poids 4 en termes de Li$ et Li(?i1 seulement. Au vu de (46) on est alors
amené & définir une section de dq5 par la formule Lis(z) A LiS(y) — — Igl(x,y), et
le tout est de montrer que cette section est bien définie. On montre assez facilement
que Igl(az, y) + Igl(y, x) = 0 modulo 14(B4(F)) et il reste & montrer que Igl vérifie la
relation a 5 termes en la premiere variable, ces relations engendrant toutes les relations
entre dilogarithmes motiviques Lig au moins si F' est un corps de nombres. C’est le
contenu du théoréme suivant, conjecturé par GONCHAROV (1994, 1995a) et démontré
par GANGL (2016).

THEOREME 5.1. — On a, pour g, ..., x4 € PY(F) deur d deuz distincts et y € F* :
4
(47) Z(—l)z Igl(r(xo, ey Ty ey T),y) =0 mod vy (By(F)) .
i=0

Ce théoreme apporte du poids a la conjecture de liberté (conjecture 3.8), et est une
étape cruciale dans la preuve de la conjecture de Zagier pour n = 4. La preuve de Gangl,
assistée par ordinateur, exprime le membre de gauche de (47) comme une combinaison
linéaire explicite de 122 évaluations de Lii en des arguments qui sont malheureusement
difficiles a interpréter en vue d’éventuelles généralisations. L’approche de GONCHAROV
et RUDENKO (2018) permet de redémontrer ce résultat de maniére plus conceptuelle
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grace a des relations entre polylogarithmes multiples motiviques qui semblent avoir une
origine systématique. Ces relations donnent lieu a une version « symbolique » de la
cogebre de Lie motivique en poids < 4, qu’on présente maintenant.

5.2. Définitions de B et C en poids <4

En suivant GONCHAROV et RUDENKO (2018), on définit maintenant par générateurs
et relations des espaces vectoriels C,,(F') et des sous-espaces By, (F') de maniere foncto-

rielle en le corps F', pour n = 1,2,3,4. On pose B (F) = C1(F) = Iy .

On considére la normalisation suivante du birapport de 4 points dans P*
(71 — @) (w3 — 24)
(2 — @3)(2g — 1)

TQ(xla X2,X3, LU4) -

ainsi qu'une version a 6 points :

(1 — @9) (w5 — w4) (25 — ) .
(5702 - $3)($4 - 905)(% - $1)

T3(I17 X2,T3,T4,Ts, ZEG) = -

On voit o (resp. r3) comme un morphisme de M 4 (resp. My ¢) dans P!. Rappelons que
I'espace de modules My, est I'espace des k-uplets de points deux a deux distincts de
la droite projective P! modulo les automorphismes de P!, et que M, ;. désigne sa com-
pactification de Deligne-Mumford. Dans les définitions qui suivent on fait un abus de
notation en notant (1, ...,z;) un point de My, et de maniére similaire les points qui
s’en déduisent par I'action du groupe symétrique sur £ éléments ou par des applications

d’oubli Mg — Mo avec k' < k.

DEFINITION 5.2. — On définit Bo(F) = Co(F') comme le quotient de l’espace vectoriel
librement engendré par des symboles [x]s pour v € PY(F) par les relations suivantes,

pour (x1,...,25) € Mos(F) :
[ra(z1, X2, 23, 24)]2 + [r2(T2, 23,24, T5)]2 + 1273, T4, 5, 21)]2
+ [r2(24, ¥5, 11, 22) |2 + [12(¥5, 71, T2, 23))]2 = 0 .
On a ici rééerit la relation a 5 termes (18) sous une forme cyclique. Dans la suite on

utilise la sommation cyclique Cyc, f(21,...,%n) = Xicz/nz f(Ti, Tit1, - - Titn), OU les
indices sont pris modulo n.

DEFINITION 5.3. — On définit B3(F) = C3(F) comme le quotient de l’espace vectoriel
engendré par des symboles [z]3 et [x,yla1 pour x,y € PL(F) par les relations suivantes,
pour (z1,...,26) € Mog(F) :

Cycﬁ([rz(ﬂcl,xz,xa, 1), 72(24, T5, T6, T1)]2,1
(48) ~[ra(a1, @2, @4, 25)]3 + 2[ra(wr, 73, 74, 75)]s)

= 4 [7“3(.1‘1,[[’2, I3, $4,ZE5,J/’6)]3 — 6 [1]3 .
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Les générateurs [z,yls; vont jouer le role de polylogarithmes multiples (ou corré-
lateurs) motiviques de profondeur 2. Comme le suggere 'égalité Bs(F) = C5(F), ils
s’écrivent en fonction des générateurs [z]3 grace a la spécialisation suivante (au diviseur

{1 = 23} =~ My du bord de Myg) de la relation (48) :

(2, yl20 = [1=a s+ 1=y s+ [y/2ls+[(1—y) /(A —2)]s— [+(1—y) /y(1 —2)]s — [1]5 .

En substituant cette derniere expression dans (48) on obtient la relation (« a 22
termes ») découverte par GONCHAROV (1994, 1995a) et qui est & 'origine de la relation
« a 840 termes » (19). Il est notable que la relation (49) est liée a la géométrie des

configurations de 6 points dans P* alors que (19) concerne les configurations de 7 points
dans P2,

DEFINITION 5.4. — On définit C4(F) comme le quotient de [’espace vectoriel engendré

par des symboles [z]4 et [x,y]s1 pour x,y € PY(F) par les relations suivantes?

(‘T17"‘7x7) EHOJ(F) :
CYC7(_ [ra

, pour

(49)

On définit By(F) C C4(F) comme le sous-espace engendré par les symboles [x]y.

Les relations (48) et (49) ont une origine commune qui sera 1'objet du §6. Contentons-
nous pour l'instant de noter que les arguments de ry et r3 dans ces relations s’inter-
prétent comme des dissections d’un polygone & 6 cotés (respectivement & 7 cotés) comme
dans la figure 2.

X1 X1 X1

. /\ - - . - -

Ts xs3 Ts Zs3 Ts Zs3

Xyg Xy Xy

FIGURE 2. Les arguments de 2 dans la relation (48) sont les sommets des
quadrilateres figurant dans les dissections d’un hexagone.

12. GONCHAROV et RUDENKO (2018) incluent dans leur définition de Cy(F') les relations entre les
générateurs [x]4 qui viennent des relations tétralogarithmiques R4 (F'), tout en conjecturant que ¢a ne
change pas la définition. Cet ajout ne sera pas nécessaire en ce qui nous concerne.
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5.3. La structure de la cogebre de Lie motivique en poids <4

Le théoreme suivant est prouvé par GONCHAROV et RUDENKO (2018).

THEOREME 5.5. — 1) Les formules suivantes munissent C<,4(F) d’une structure de
cogebre de Lie graduée :

dzlo=—(1—2)Az, dx]s=[z]s Az, Olz]s = [z]3 A2,
olz,ylon = [(1—y)/(L —2)2 A (y/2) + [y/zl2 A (1 —y)/(1 —x)
e AL —y™) [y A(L—27h)
Oz, yla = [o.ylan A (w/y) + [o/yls A (1= 2)/(1 —y)
Flals A=y = [yls A1 —27") = [a]a Ayl

2) Les formules suivantes définissent un morphisme de cogébres de Lie graduées

C<a(F) = C<u(F)
(2], — — Cor®(0,...,0,1,2) = Li(x) pourn=2,3,4,
—_——

n—1
[l’, y]?,l — Corc<07 Z, 17 Z/) 9
[:Ea y]S,l = — Corc(07 07 X, 17 y) .

C’est la deuxieme partie du théoréme qui justifie les définitions de C<y(F) et du
cocrochet. Nous expliquerons dans la prochaine section comment Goncharov et Ru-
denko sont arrivés a ces formules par la combinatoire des dissections de polygones. On
renvoie le lecteur aux travaux récents de RUDENKO (2020) et CHARLTON, GANGL et
RADCHENKO (2020) pour des généralisations en poids supérieur.

Le théoreme suivant, qui est une version « symbolique » du théoreme 5.1, est prouvé
par GONCHAROV et RUDENKO (2018).

THEOREME 5.6. — On a une suite ezacte courte :
0 — By(F) —s Cu(F) 23 Co(F) A Co(F) — 0 .

On note d’abord que la premiere fleche est injective par définition et que la deuxieme
fleche est surjective puisque da2[x, y]31 = —[2]2A[y]2 pour tous les z,y € PH(F'). Il reste a
montrer I’exactitude au milieu ; comme dans la discussion du §5.1, cela revient a montrer
que le morphisme Co(F)ACy(F) — Cy(F')/By(F') donné par [x]aAlyla — —[x, y]s1 est
bien défini, ¢’est-a-dire que le symbole [z, y|3 1 vérifie [z, y]s1+ [y, x]s1 = O et la relation
a 5 termes en la premiere variable modulo By(F'). Ces deux relations sont prouvées en
combinant des spécialisations de la relation générique (49) a des strates de My bien
choisies.

On peut montrer que la restriction & B<4(F") du morphisme C<y(F) — C<4(F) se fac-
torise par un morphisme B<4(F') — B<4(F'). On obtient alors le diagramme commutatif
de complexes suivant, ou ~ désigne un quasi-isomorphisme.
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B*(F,4) CE*(C(F))4

(50)

~

B*(F,4)

CE*(C(F))s

5.4. Compléments sur la preuve

En plus du quasi-isomorphisme (50), un ingrédient important de la preuve du
cas n =4 de la conjecture de Zagier par GONCHAROV et RUDENKO (2018) est la
construction d’un morphisme de complexes

BG*(F,4) — CE*(C(F))4 ,

ou BG*(F,4) est le complexe bigrassmannien introduit au §1.7. La composante cru-
ciale est un morphisme G7(F,4) — C4(F'), qui associe un élément de Cy(F) a une
configuration (ag, ..., a;7) de 8 points de F'* en position générale. Ce morphisme est une
version du polylogarithme grassmannien de GONCHAROV (2005b, 2013) et est construit
de maniére implicite en se basant sur des travaux antérieurs de GONCHAROV (2000).

Peu apres, CHARLTON, GANGL et RADCHENKO (2019) ont donné une formule expli-
cite pour ce morphisme, poussé dans CE*(C(F))4, en termes de IS, et Li{. 1 devrait
donc étre possible, quitte & vérifier des compatibilités avec les relations définissant C'(F'),
de se servir de cette formule pour rendre la preuve de GONCHAROV et RUDENKO (2018)
effective.

De plus, CHARLTON, GANGL et RADCHENKO (2019) écrivent explicitement un re-
présentant dans B4(F) du méme cocycle pour en déduire une équation fonctionnelle
du tétralogarithme, dans 'esprit de (18) et (19). Elle s’écrit dans By(F') sous la forme

prévue
8

Z(—l)i}ﬁ(ao, . ,d\i, . 7a8) =0 ,

i=0
ou Ry(ay,...,as) € Q[F*] est un invariant explicite mais compliqué d’une configuration
de 8 points dans P3(F), dont I'interprétation géométrique n’est pas encore claire.

6. LE ROLE DES STRUCTURES AMASSEES ET DE LA
COMBINATOIRE DES DISSECTIONS

Les structures amassées, introduites par FOMIN et ZELEVINSKY (2002), sont des
objets de combinatoire algébrique (et géométrique) qui interviennent dans de nom-
breux domaines. FOCK et GONCHAROV (2009) ont mis en lumiere I'importance de ces
structures dans 1’étude du dilogarithme et de ses aspects motiviques, et GONCHAROV
et RUDENKO (2018) ont incorporé les polylogarithmes (multiples) supérieurs dans ce
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contexte. Ce sont ces liens, et notamment la combinatoire des dissections de polygones,
qui expliquent la forme des relations (48) et (49) dont il a été question plus haut.

6.1. Structures amassées et dilogarithme

Fixons un entier n. Une graine (B,u) est la donnée d’'une matrice antisymétrique
a coefficients entiers B = (b;;)1<ij<n €t d'une famille u = (uy,...,u,) d’éléments du
corps Q(z1,...,x,) qui 'engendrent librement. On peut la représenter par un carquois
(graphe orienté) dont les sommets sont les entiers de 1 a n, décorés par les u;, et ou b;;
arétes vont de ¢ vers j si b;; > 0. On appelle B la matrice d’échange, v 1’amas et les u;
les variables d’amas.

Pour un sommet k € {1,...,n} la mutation de la graine (B, u) suivant le sommet k
est la graine (B',u’) ou
—bi; sit=kouj==%k
b;j = bij + |bzk|bk] si blkbkj >0
bij sinon

et les variables u; sont données par w, = u; pour i # k et par la relation d’échange

upUy, = H uf’“—l— H u?’”

i]b;>0 j|bkj>0
Ezemple 6.1. — Voici un exemple de mutation (suivant le sommet de gauche) :
T, e—e Iy ~ 2 oc—e 15

1

Si I'on continue a appliquer des mutations suivant le sommet de droite, puis de gauche,
puis de droite, puis de gauche, on retombe (aprés 5 mutations donc) sur la graine de
départ, a renumérotation des sommets pres : o e<—e 1.

En partant d’'une graine et en appliquant successivement des mutations suivant tous
les sommets possibles, on produit ce qu’on appellera improprement une structure amas-
sée. 11 arrive, comme dans ’exemple précédent, qu’on ne produise ainsi qu’un nombre
fini de graines différentes. Ce phénomene de finitude est rare et correspond, d’apres
FOMIN et ZELEVINSKY (2003b), aux graines dont une mutation a un carquois sous-
jacent qui est une orientation d’un carquois de Dynkin (type ADE). Dans ces cas, la
structure combinatoire des mutations peut étre modélisée par un graphe appelé graphe
d’échange, ou les sommets sont les graines (a renumérotation des sommets pres) et les
arétes indiquent les mutations. D’aprés CHAPOTON, FOMIN et ZELEVINSKY (2002), le
graphe d’échange est le 1-squelette d'un polytope convexe appelé associaedre généra-
lisé. En type A il s’agit de 'associaedre classique, découvert par Stasheff. L’exemple
que nous venons de traiter correspond au type As, et son graphe d’échange est un cycle
de longueur 5, qui est le bord d’un pentagone.
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L’importance des structures amassées dans 1’étude du dilogarithme et de ses as-
pects motiviques a été mise en lumiere par FOCK et GONCHAROV (2009). Pour une
graine (B, u) donnée on définit :

1
W = 5 Zbuul /\Uj € AQ(Q<.’L'1, e ,xn)é) .
2

Si (B’,u') est obtenue par mutation du sommet &, on a la relation fondamentale

(51) W —W=-1+X)AX avec X=][u}.

j=1
On l’écrit sous la forme plus suggestive
(52) W' =W = 0,[-X]s ,

ou [—X]y est vu dans le groupe de Bloch By(Q(xy,...,x,)). Cela implique qu’on a
Iégalité (W] = [W'] dans Ky(Q(x1,...,x,)) : une classe canonique dans le Ky est
attachée a la structure amassée.

En revenant au cas du type As, on voit qu’on peut exprimer la discussion précédente
sous la forme du diagramme commutatif suivant.

0 1)

0 Cy Ch Co 0

02

0 0 82(@(1'1,332))

La premiere ligne est le complexe cellulaire du pentagone. La fleche verticale de droite

A (Q(x1,22)")g —=0

envoie un sommet du pentagone, c’est-a-dire une graine, vers 1’élément W correspon-
dant. La fleche verticale du milieu envoie une aréte du pentagone, c’est-a-dire une
mutation, vers I’élément [—X], correspondant. La commutativité du carré de droite est
équivalente a (52). La commutativité du carré de gauche est équivalente a 1’égalité
1+ 2, n {_1+x1+x2} n [_1+x1
Ty Jg L1122 2

o |+l

T2
dans By(Q(x1,73)), ce qui est une réécriture '3 de la relation a 5 termes du diloga-
rithme (17).

Une idée importante de GONCHAROV et RUDENKO (2018) est que les liens entre
structures amassées et dilogarithmes devraient s’étendre en poids supérieur. On se
contentera de développer ces idées dans le cadre du type A, alors que la vision de

13. 11 suffit pour s’en convaincre de poser x; = —z, z2 = —1 + y, et utiliser les relations [1 — u]s =
—[u]2 et [u=1]2 = —[u]2. Notons qu’on peut justifier de la commutativité du carré de gauche, et donc
redécouvrir la relation a 5 termes, par un argument abstrait. En effet, do est injective puisque d’apres
la remarque 1.12 son noyau est un quotient de gr?YKg (Q(z1,z2))g, qui par localisation est isomorphe
a gr%Kg(Q)@7 et donc nul par le théoréeme 1.4. La commutativité du carré de droite et le fait que
000 = 0 impliquent donc la commutativité du carré de gauche.
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Goncharov—Rudenko est plus générale. Il est d’ailleurs connu que les autres types jouent
un réle dans les équations fonctionnelles des polylogarithmes (on trouve chez GOLDEN,
GONCHAROV, SPRADLIN, VERGU et VOLOVICH (2014) une équation fonctionnelle pour
le trilogarithme dans le cadre de la structure amassée de type Dy).

6.2. Structures amassées en type A

Rappelons que l'associaedre A, est un polytope convexe de dimension n — 3 dont
le treillis des faces est en bijection avec le treillis des dissections d’un polygone II,
a n cotés, la codimension d’une face étant le nombre de diagonales dans la dissection
correspondante. Les sommets de A, sont donc en bijection avec les triangulations de I1,,.
La famille des associaedres a une structure opéradique : a une dissection de II,, en des
polygones I1,,,, . .., II,,, correspond une face de A,, isomorphe au produit A, x---x A,

Y

2 S
/ \

@\/\/®
\ \/@ /

@

FIGURE 3. L’associaédre Ag a 3 faces carrées et 6 faces pentagonales (figure
empruntée & FOMIN et ZELEVINSKY (2003a)).

Le 1-squelette de A, est le graphe d’échange d’une structure amassée (de type A,_3)
qu’on décrit maintenant. Notons |v, w| le déterminant de deux vecteurs v, w du plan.
Soit Y, la variété sur Q définie comme le quotient par SL, de ’espace des n-uplets
(v1,...,v,) de points du plan en position générale (c’est-a-dire tels que |v;, vj| # 0sii #
7). Via les déterminants |v;, v |, on peut voir Y, comme la sous-variété du tore G?"=1/2
définie par les équations de Pliicker. On peut aussi voir Y,, comme I'ouvert du cone affine
sur la Grassmannienne Gr(2, n) formé des 2-plans dans un espace vectoriel de dimension
n qui sont en position générale par rapport a n hyperplans de coordonnées. Notons £,
le corps des fonctions de Y;,, qui est non canoniquement isomorphe a Q(z1, ..., xo,_3).
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A une dissection de II,, en des polygones IL,,,...,1I,, est associée un morphisme de Y,
vers Y, X ---x Y, dont les composantes sont des morphismes d’oubli, et on a donc un
morphisme F,, ® ---® F, — F,.

On oriente le polygone II,, et on étiquette ses sommets avec des symboles vy, ..., v,
de maniere cyclique. On associe une graine a une triangulation de II, de la maniere
suivante, illustrée par la figure 4. Définissons un carquois en plagant un sommet sur
chacune des n — 3 diagonales de la triangulation et sur chacun des n cotés de II,, (ces
n derniers sommets sont considérés gelés, ce qui signifie qu’ils ne donneront pas lieu a
des mutations). On décore par la variable d’amas |v;,v;| € F, un sommet qui est sur
un segment reliant v; et v;, avec ¢ < j. Chaque triangle de la triangulation donne lieu
a trois sommets du carquois, qu’on relie par trois arétes orientées dans le sens direct.

U1

I

vs / U3
N

(1

FIGURE 4. Le carquois associé & une triangulation.

Soient T" et T" deux triangulations qui sont reliées par un « flip » d’une diagonale
dans un quadrilatere, comme dans la figure 5. On voit grace aux relations de Pliicker
que les graines associées a T" et T” sont des mutations 'une de 'autre suivant le sommet
correspondant au quadrilatére. On engendre, en itérant les « flips » (mutations suivant
les sommets non gelés), une structure amassée avec un nombre fini de graines dont le
graphe d’échange est le 1-squelette de I'associaedre A,,.

Par la construction du paragraphe précédent, on associe un élément Wy € A%(FX)g
a toute triangulation 7" de II,,. Concretement, on associe au triangle (n = 3) ’élément

WA = "Ul,U2’ VAN |U2,’U3| + |’U2,'U3‘ VAN |U1,U3| + ’Ul,?)3| A |'U1,'U2| € A2<F3X)Q ,
et a une triangulation 7' la somme des contributions de chaque triangle :

(53) Wr=3 Wa.

NET
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U1 (% U1 (%

(1 V3 () V3

FIGURE 5. Un « flip » d’une diagonale dans un quadrilatere.

6.3. Polylogarithmes amassés

6.3.1. La conjecture. — GONCHAROV et RUDENKO (2018) partent de l'idée, simple
mais féconde, d’écrire la relation (53) sous une forme multiplicative, et donc plus natu-
rellement compatible a la structure opéradique,
(54) exp(Wr) = [ exp(IVa) .
AET
dans l'algebre extérieure A(F)p (il n'y a quun nombre fini de termes puisque
exp(Wa) = 1+ Wa). Clest ce passage a l'exponentielle qui permet de passer du
dilogarithme aux poids supérieurs. Afin de formaliser cela, il sera commode de faire in-
tervenir la cogebre de Lie motivique du corps Fj,, dont 'existence est malheureusement
conditionnelle & la conjecture de Beilinson—Soulé pour F,, qui n’est pas prouvée. On
pourrait écrire des énoncés inconditionnels (mais moins propres) au prix de remplacer
les F,, par un corps de nombres F' et les variables v; par des vecteurs suffisamment
génériques de F2.
Passons en notation homologique et considérons les complexes
CE.(C(F,))r = CE"*(C(F,))r et CE.(C(F,)) =D CE(C(Fy,)) -
k>0
On note Co(A,,) le complexe cellulaire de 'associaedre A,,, dont une base est donnée
par les dissections de II,,. La conjecture suivante est due a GONCHAROV et RUDENKO
(2018).

CONJECTURE 6.2. — [l existe des morphismes de complezxes
ay, 2 Co(Ay) — CEL(C(Fy))
pour n > 3, appelés polylogarithmes amassés, qui vérifient :
— Initialisation : le morphisme asz : Co(Az) — CEo(C(F3)) = A(Fy)g est donné par
az(D) = exp(Wa)
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— Compatibilité aux structures opéradiques : pour toute dissection Dy X Dy de 11,
obtenue en recollant une dissection Dy de 11, et une dissection Dy de 1I,, avec
ni+no=n-+1, on a l’égalité :

an(Dl X DQ) = anl(Dl)anz(DQ) )
ot le membre de droite s’interprete via les inclusions naturelles de F,, et F,,

dans F,.

Gréace a la structure opéradique, les images par «,, des générateurs de C,_3(A,),
pour tout n > 3, déterminent uniquement la collection des morphismes «,,. L’idée est
de découvrir les v, par une procédure récursive.

Remarque 6.3. — D’un point de vue opéradique, la conjecture 6.2 prévoit l'existence
d’un diagramme commutatif d’opérades (différentielles graduées, cycliques non symé-
triques) :
As - As
\
\
o | exp(W)
\
v
CE(C) KM

Ce diagramme fait intervenir 'opérade As des algebres associatives, et sa résolution ca-
nonique As.,, 'opérade des algebres associatives a homotopie pres, données en arité n
par As(n) = Ho(A,) = Q et Aso(n) = C4(A,), ot la structure opéradique est induite
par les inclusions des faces des associaedres (voir par exemple LODAY et VALLETTE
(2012, chapitre 9)). On a noté CE(C) et KM les opérades données en arité n par
CE(C)(n) = CE.(C(F,)) et KM(n) = Hy(CE.(C(F,))) = KM(F,) respectivement,
avec les structures opéradiques induites par le produit de l'algebre extérieure. Il ne
semble pas y avoir d’argument abstrait d’algebre homologique qui implique 1’existence
du morphisme a.

6.3.2. Calculs en basse dimension. — En degré 0, la compatibilité aux structures opé-
radiques et (54) force oy, a étre définie par «,,(T") = exp(Wr). En degré 1, 'égalité (52)
motive la définition, pour D une dissection qui contient des triangles et un quadrilatere :

on(D) = ~L§(~Xp) @ 3 (exp(IWr) + exp(Wip))

ou T et T" sont les deux triangulations de II,, compatibles avec D, et Xp est défini
comme dans (51). On vérifie que cette formule est compatible aux structures opéradiques
et quon a da, (D) = a,(T") — an(T) = a,(0D). Notons que —Xp est un birapport ;
par exemple dans le cas du carré on a en poids 2 :

ay(0)g = —Lig(rz(ﬂﬂl,ﬂfz,x&%)) ,

ol I'on note x; € P! la classe de v;.
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Goncharov et Rudenko étendent la définition de «, en degré 2. Pour cela il suffit
de traiter le cas d’une dissection D de II,, qui contient des triangles et un pentagone.
Notons Dy, ..., Ds les dissections obtenues en ajoutant une diagonale a D, de telle sorte
que la superposition de D;_; et D; (indices modulo 5) crée une triangulation 7;. On
remarque que 1’élément

W = WDi - XDz'fl N XDz‘ S A2<Fri<>(@
est indépendant de i € Z/5Z. La formule

0u(D) =5 Y L(-Xp)® (Xo_,/Xp,,) Aexp(i)

1€Z/5Z

est alors compatible aux structures opéradiques et vérifie day,(D) = «,(0D). Par
exemple dans le cas du pentagone on a en poids 4 :

1 .
a5(0)s = 5 Cyes (L (ralan, w2, w3, 24)) @ rafn, w5, 24, 2)) -

En degré 3, Goncharov et Rudenko utilisent la combinatoire des corrélateurs pour
découvrir une formule pour ag. Ils prouvent qu’en posant

ag(0)s = Cycg( — CorC(O, 0,72(x1, xo, T3, 24), 1, 79(x4, T5, T6, 1))
+ Li§ (ro(21, w3, w4, 25)) — LiS (r3(21, 2, 3, $4,$57$6))) ;

on définit un morphisme de complexes Co(Ag) — CEq4(C(F§))s-

La structure opéradique permet alors d’induire un morphisme de complexes
Co<3(A7) — CEJ(C(F7))s puisque les faces de dimension < 3 de l'associaedre A7
sont toutes des produits d’associaedres de dimension inférieure. On a donc 1’égalité,

dans CEQ(C(F7))4 = Cg(F7) A <F7X)Q D CQ(F7) N CQ<F7) .
6(a7(9(0))a) = 7(99(0))4 =0 .

Par un argument de rigidité comme dans la remarque 3.2, on a donc, pour F' un corps
de nombres et 1, ...,z; € P(F), la relation

047(8(0))4 = 0
dans Cy(F'). C’est exactement la relation (49) qui apparait dans la définition de Cy(F).

6.4. Polylogarithmes quadrangulaires

Concluons ce texte avec un mot sur les travaux de RUDENKO (2020) et la preuve
du théoreme 4.4, qui est une étape vers la conjecture de profondeur de Goncharov. Les
techniques utilisent des objets appelés polylogarithmes quadrangulaires. Ils sont notés

QLin,k(:EO? s 7$2n+1) S Cn+k(F) ,

avec o, ..., Tops1 € PL(F), et sont définis comme des sommes alternées de certains
corrélateurs Cor®(z;,, . .. , i, )- Rudenko montre les deux liens suivants entre polylo-
garithmes quadrangulaires et polylogarithmes multiples.
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(a) Tout corrélateur motivique de poids pair 2n s’écrit comme combinaison linéaire de
QLj,, ,,. Tout corrélateur motivique de poids impair 2n+1 s’écrit comme combinaison
linéaire de QLi,, -

(b) Le polylogarithme quadrangulaire QLi,, ; s’écrit comme combinaison linéaire de
polylogarithmes multiples motiviques de profondeur < n.

La partie la plus subtile est la preuve de (b), qui s’appuie sur la combinatoire des
quadrangulations (dissection en des quadrilateéres) des polygones. La relation exacte
entre polylogarithmes quadrangulaires et polylogarithmes amassés reste a préciser.
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Nguyen-Viet DANG
Le principe d’incertitude fractal et ses applications, d’apres Bourgain, Dyatlov, Jin,
Nonnenmacher, Zahl

Dans cet exposé, nous décrirons un nouveau principe d’incertitude qui interdit & toute fonction
dans L2 d’étre localisée simultanément en position et en frégquence prés d’ensembles fractals
vérifiant certaines hypothéses de porosité. Dans un second temps, nous discuterons des appli-
cations spectaculaires de ce principe a des problémes d’analyse géomeétrique sur les surfaces
hyperboliques.

Elise GOUJARD
Sous-variétés totalement géodésiques des espaces de modules de Riemann,
d’apres Eskin, McMullen, Mukamel, Wright

Soit Mg n I'espace de module des surfaces de Riemann de genre g a n points marqués. Cet
espace est naturellement muni de la métrique de Teichmuller, une métrique de Finsler qui per-
met de comparer les structures conformes sur les surfaces, et qui coincide avec la métrique de
Kobayashi. Une sous-variété de Mg n est dite extittotalement géodésique si elle contient foutes
les géodésiques de Teichmuller qui lui sont tangentes. Les sous-variétés totalement géodésiques
de dimension (complexe) 1, appelées courbes de Teichmuiller, sont relativement bien étudiées
depuis les premiéres constructions de Veech dans les années 80; elles sont en particulier infi-
niment nombreuses dans chague espace de module Mg . Récemment, Wright a montré, en
s’appuyant sur des résultats de finitude d’Eskin, Filip et Wright, qu’en dimension plus grande, ce
n’était plus le cas : il n"y a qu’un nombre fini de telles sous-variétés dans chague Mg . Dans cet
exposé nous présenterons la preuve de ce résultat : plus précisément nous expliquerons com-
ment se ramener aux résultats d’Eskin-Filip-Wright en passant par les sous-variétés linéaires des
espaces de modules de différentielles abéliennes. Nous présenterons également les construc-
tions d’exemples primitifs de dimension 2 en petit genre d’Eskin-McMullen-Mukamel-Wright.
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