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Introduction

Une mesure de Gibbs non linéaire est une mesure de probabilité en dimension infinie
de la forme
e_D[u}

(1) dp(u) = ——dpo(u)

avec z un facteur de normalisation, o une mesure gaussienne de covariance (—A+Vy) ™!

et D une fonction positive non quadratique. La définition précise de cette mesure sera
discutée dans la section suivante, mais, au moins formellement, nous pouvons voir une
mesure de Gibbs non linéaire comme la mesure définie par

d M
/,L(U,)— ZOZ U
avec
(2) Ew) = [ (IVuf + Volul) do+ [ Dlu]da
Rd R4

et Zy le facteur de normalisation de la mesure gaussienne dj.

Les mesures de Gibbs non linéaires jouent un role central dans de nombreux domaines
des mathématiques. Elles ont été définies dans les années 60/70 dans le cadre de la
théorie constructive des champs quantiques. Plus récemment, elles ont été utilisées pour
I’analyse d’équations aux dérivées partielles non linéaires avec données initiales aléatoires
ou d’équations aux dérivées partielles stochastiques. Finalement, elles apparaissent en
mécanique quantique statistique dans la description du comportement d’un systéme
avec un grand nombre de particules pres d'une transition de phase.

Les résultats que nous discutons dans ce texte, dus a Lewin, Nam et Rougerie (2015,
2021), s’inscrivent dans cette derniére thématique. Plus précisément, d'un point de vue
physique, nous nous intéressons a la formation d’un condensat de Bose—Einstein juste
avant sa transition de phase. D’un point de vue mathématique, nous présentons 1’émer-
gence des mesures de Gibbs non linéaires (1) a partir des états de Gibbs (bosoniques)
d’un probleme linéaire a plusieurs particules dans une limite de type champ moyen.
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Un systéme quantique de n bosons confinés par un potentiel V: R? — R tel que
lim,_, V(z) = +00, et qui interagissent via un potentiel w: R? — R est décrit par un
opérateur de Schrodinger de la forme

n

(3) Hypm =D (=As, + V(g) —v) + A w(z; — x5).
j=1 1<j<k<n

Cet opérateur agit sur @~ L?(R?), i.e. sur L%((R?)") le sous-espace de L*((R%)") conte-
nant les fonctions symétriques par rapport aux permutations de leurs variables. Le
parametre A est une constante de couplage qui sera utilisée pour modifier I'intensité de
I'interaction tandis que v est le potentiel chimique qui jouera un roéle crucial lorsqu’il
sera nécessaire de renormaliser la théorie.

Dans le formalisme grand-canonique ou le nombre de particules n’est pas fixé, la
fonction de partition de ce systéme a température 7' > 0 est donnée par

(4) ZAnT) =1+ Tr {e— H*f”‘"} .

n>1

Dans ce texte, nous nous intéressons au régime
1
T:Xavec/\%(ﬁ,
ou le nombre moyen de particules, donné par
2\, 1) T [e M
n>1
diverge. Ce régime correspond a une limite de type champ moyen.
Le résultat que nous souhaitons présenter affirme que, pour une fonction v = v(\)

bien choisie, nous avons le développement suivant de la fonction de partition

(5) log Z(A\, v(X)) = log Zo(A, v(N)) + log z + o(1)\ 0+

avec Z(X\,v(N)) = Z(X\,v()), 5). Ici, le terme log Zy(A, v) est donné par la théorie de
champ moyen. Dans ce contexte, cela correspond a restreindre le probleme a la famille
des états de Gibbs quasi-libres. Par la suite, nous verrons que le choix de ’état quasi-
libre de référence dépend de la dimension d et de la nécessité d’utiliser une procédure
de renormalisation pour d = 2, 3.

L’ordre suivant dans (5) fait intervenir la mesure de Gibbs non linéaire via sa constante
de normalisation z = [ e~PM dyg(u).

Par conséquent, le développement (5) établit bien la validité de la théorie du champ
moyen au premier ordre, ainsi que les fluctuations autour de celui-ci impliquant la
mesure de Gibbs non linéaire p.

Dans la section 1, nous allons décrire le modele quantique considéré ainsi que la
construction des mesures de Gibbs non linéaires en dimension d < 3. La section 2 est
dédiée a la présentation des résultats concernant ’apparition des mesures de Gibbs non
linéaires dans une limite de champ moyen a température positive. Finalement, dans la
section 3, nous présentons une partie des éléments de preuve des résultats énonceés.
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Ce texte est inspiré par les travaux originaux de Lewin, Nam et Rougerie (2015, 2021),
mais aussi par les articles de synthese de Rougerie (2016, 2019) et Lewin (2023).

1. Contexte et définitions

Dans cette section, nous introduisons le formalisme nécessaire pour énoncer les ré-
sultats qui nous intéressent concernant les limites de champ moyen pour les systemes
quantiques.

En particulier, pour le modele quantique a plusieurs particules, le formalisme grand-
canonique, basé sur les espaces de Fock, est utilisé et le nombre de particules n’est
pas fixé. Pour le modele classique, nous passons en revue la construction des mesures
gaussiennes et nous introduisons la notion de mesure de Gibbs non linéaire.

1.1. Modele quantique et états de Gibbs

Soit $ un espace de Hilbert séparable. Dans ce texte, nous considérons ) = L*(2)
avec ) = R%. L’espace de Fock bosonique est donné par

(6) F=PRH=CoNDPHDHD -+

n=0 s
ol @ $ est le produit tensoriel symétrique de n copies de §. Dans notre cadre Q. $
est le sous-espace de L2((R%)") qui contient les fonctions symétriques par rapport a
I’échange de deux variables ce qui est approprié pour décrire une configuration de n
bosons.

Autrement dit, ’espace de Fock bosonique est I'espace qui contient les suites de la
forme ¥ = (%, 91, 4?% ... ) ECXx HXH R, x -+ telles que

R

n>0

2
ong < 00

Il s’agit d’un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(U1, Ua)g = > (UF, Uh)gng.

n>0

Par convention, le vide est défini par |0) := (1,0,0,...) € §.
Les opérateurs qui agissent sur un espace avec un nombre fini de particules peuvent

étre étendus a l'espace de Fock via la seconde quantification. Plus précisément, soit Ay
un opérateur auto-adjoint sur ®*$y. On définit son action sur § par

(7) A, =00...0 é ( > (Ak>zlzk> )

n=k \1<#1<...<ip,<n
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ou (Ag)i...i, désigne 'action de Ay sur les variables indexés par iy, ..., 4 dans ®7$).
Par définition, on notera

-1
n
Ay @51, = (k) > (A)iri-

1<i1<...<ip<n

Pour les opérateurs a un corps, i.e. k = 1, on utilise la notation

8) dr(A) = A =00 @ ( 3 (A)Z-)

=1 \1<i<n

Un exemple important d’opérateur a un corps est donné par l'opérateur nombre total de
particules. Plus précisément, il s’agit de la seconde quantification de 'opérateur identité
sur §), i.e.

(9) N =dI'(1y) = P nlaps.
n=0

Soit ¥ € § tel que ||¥||z = 1. L’état pur associé a ¥ est le projecteur orthogonal sur W,
noté |W) (V|. Un état mizte I' est par définition une superposition statistique d’états
purs, i.e. une combinaison convexe éventuellement infinie de projecteurs orthogonaux
qui commutent 2 a 2. En utilisant le théoreme spectral, il est clair que ’ensemble des
états mixtes, noté S, est donné par I’ensemble des opérateurs positifs de trace 1 :

(10) S(F) = {I opérateur auto-adjoint sur §, I' > 0, Trg[['] = 1}.

Etant donné un état mixte I' € S(F), on appelle k-iéme matrice de densité réduite
de I, notée '™ I'opérateur sur ®*$) défini par dualité via

(11) Trewg[Al W] = Trg[ALT]

pour tout opérateur borné A sur ®*§ et avec Ay, la seconde quantification de Ay. Cela
implique en particulier que le nombre de particules d'un état I' est donné par la trace
de la matrice de densité réduite a un corps,

Trg[NT] = Trg[TM],

On remarque que si I' est diagonale, i.e. I' commute avec N et peut s’écrire sous la
forme

Fr=ryoli®...
avec I',, un opérateur positifs qui agit sur ®*$), alors la matrice densité réduite I'®) peut
étre définie en termes de traces partielles. Plus précisément,

n
F(k) — Z (k;) Trk—l—l—m[rn]

k>n
ou Trgy1_,, indique la trace partielle par rapport a n — k — 1 variables.

Une observable est un opérateur auto-adjoint H sur §. Sa moyenne dans ’état quan-
tique I' est donnée par Trz[HI'|. En particulier, si I' est un état pur I' = |¥) (¥, on
obtient Trz[HI'] = (¥, HW). Dans la suite, deux familles d’observables joueront un
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role important : celles construites a partir d’opérateurs sur $ ou $H ®, . Comme vu
auparavant, si h est un opérateur auto-adjoint sur §), sa seconde quantification dI'(h)
définit un opérateur auto-adjoint sur §. Cet opérateur est souvent appelé opérateur a
un corps. Un calcul facile montre que la moyenne de dI'(h) dans un état quantique I'
peut s’écrire en termes de sa matrice densité réduite a un corps

Trz[dD(R)T] = Trg[RIW].

De méme, si w est un opérateur auto-adjoint sur $ ®, $, sa seconde quantification est
donnée par

(12) W=0@0@9é( > (w)i,j):O@O@éCl(n;l)w@sﬂn_z).

n=2 \1<i<j<n n=2

Sa moyenne peut donc s’écrire en termes des matrices densités réduites a deux corps
Trg[WT] = Trgg,s[wl™)].

Soit H un opérateur auto-adjoint sur § tel que Trzle™™] < oco. Un état de Gibbs
quantique est un état qui s’écrit sous la forme

(13) M= fs

Si H = dI'(h) avec h un opérateur & un corps, positif et tel que Trgle™] < oo, on
parle d’état gaussien ou état quasi-libre. Le nom gaussien est lié au fait que toutes les
fonctions de correlation peuvent étre calculées a partir de la matrice densité a un corps
via le théoreme de Wick (voir Bach, Lieb et Solovej (1994) et Solovej (2007) pour plus
de détails).

Dans le modele quantique que nous étudions, 1’hamiltonien, qui encode 1’énergie du
systéme a plusieurs particules, est de la forme

(14) Hy, = dL'(h) + AW — v(AN + Eo(N).

Ici, h est un opérateur non-borné sur §), auto-adjoint, positif (au sens des formes
quadratiques) et tel que Tryle "] < oo pour tout B > 0. Pour fixer les idées, nous
considérons dans ce texte, le cas h = —A + V sur R? avec V(z) = |z|* et s > 1 ou
h = —A sur T Lewin, Nam et Rougerie (2015, 2021) traitent également le cas dans
un potentiel confinant V' plus général et le cas d’un opérateur h de la forme —A + V'
défini sur un domaine 2 C R

Le terme d’interaction W est la seconde quantification d’un opérateur de multiplica-
tion w sur $H ®s H comme défini ci-dessus. La constante de couplage A > 0 modélise
l'intensité de l'interaction et le potentiel chimique v(\) € R est introduit pour régler le
poids de l'opérateur nombre de particules /. Finalement, Fy(\) € R est une énergie de
référence. Ce décalage est défini de sorte que 1'interaction renormalisée

(15) AW = AW — (AN + Eo(\)

soit un opérateur positif.
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Dans ce contexte, 1’état de Gibbs associé a I’hamiltonien H) a température 7" > 0,
donné par

1 H,
16 Iy = —— A
(10 =z (-7)
avec fonction de partition

(17) 200 =T |owp (<)

est 'unique minimiseur de la fonctionnelle d’énergie libre

(18) Far[l] = Trzg[H\T] +T Trz[[ log T

énergie — entropie

parmi tous les états I' € S(§) (principe variationnel de Gibbs). En effet, pour tout
I'eS(3),

Farl] — Farlly] = TTrg[l(logT —logI'y)] :=TH(T',T))

ou H(I,T')) est Uentropie relative de I' et T'y, et l'entropie relative est telle que
H(A, B) > 0 avec égalité si et seulement si A = B (voir Carlen (2010) pour plus
de détails). Finalement, I’énergie minimale F) := minpegg) Far[I] est donné par

(19) Fy = —Tlog Z(\).

Dans ce texte, nous nous intéressons au comportement asymptotique de 1’énergie libre F
et des (matrices de densités réduites des) états de Gibbs associés, dans un régime ou
A—0et

1
T = — — oo.
b\ ©.¢)

Les parametres v(\) et Eg(\) devront étre ajustés de maniere appropriée pour obtenir
une limite non triviale.

Comme on le verra par la suite, les états de Gibbs quasi-libres a température % jouent
un role particulier. En effet, pour ces états, il est possible de calculer la fonction de
partition et les matrices de densités réduites explicitement. Plus précisément, nous avons
le lemme suivant (Lewin, Nam et Rougerie, 2015, 2021).

LEMME 1.1. — Soit h un opérateur auto-adjoint positif sur $) tel que Trg[h™P] < oo
pour un p > 1 donné. Soit 'y I’état de Gibbs quasi-libre associé a h, i.e.
() AT
20 I'o=——, Zo(\) =Trzle” .
( ) 0 ZO()\) ) 0( ) r&’[e ]
La fonction de partition est donnée par
(21) —log(2y())) = Try[log(l — ™))

et la k-iéme matrice de densité réduite par

(k) _ 1 ok —k(1—1\®k
(22) T i) <A
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Ici, nous utilisons la convention que, pour tout opérateur borné A sur I'espace a un
corps, 'opérateur A®* dénote la restriction de 'opérateur correspondant, initialement
défini sur @" $, au sous-espace bosonique ®" §. Son action est donnée par

A®kf1 ®Rs s fro = (Af1) @5+ @5 (Afi).
De plus, si A > 0, alors

Trps[A%] < Troey[A%] = Tro A

1.2. Modele classique et mesures de Gibbs non linéaires

Dans cette section, nous commengons par passer en revue la construction des me-
sures gaussiennes. Ensuite, nous introduisons les mesures de Gibbs non linéaires en
dimension d < 3.

Soit h un opérateur auto-adjoint positif a résolvante compacte sur un espace de
Hilbert séparable $. Soit {)\;}; la famille de valeurs propres de h et {u;}; la famille des
modes propres correspondants. Pour simplifier I’exposition, nous nous limitons au cas
des opérateurs de Schrodinger a une particule de la forme

j=1
sur $ = L?(R?). Nous introduisons la famille d’espaces de type Sobolev donnée par
H = {u = ajuy, |ulld = Noy? < oo} ;)

Jj=21 j21

pour tout ¢ > 0, et par ¢ = (H!)". L’espace de Hilbert $ = H° peut donc étre identifié
avec (?(N, C). De méme, les espaces ' sont isomorphes a des espaces £ & poids,

f)t >~ {(Oéj)j S CN,Z)\;’CYJ‘P < OO} .
j>1

Pour tout K € N*, nous considérons Vi le sous-espace vectoriel de §) engendré

par {uy,...,ux} et la mesure de probabilité définie sur Vi par
K )\’L i la 2
dpoc(u) = @ | Ze M day | .
i=1 \ T

Ici, o = (uy, u) et da = dRe(a)dIm(a) est la mesure de Lebesgue usuelle sur C ~ R?. La
suite de mesures (0 i )x définit une unique mesure g telle que pg x soit la projection
cylindrique de pio sur Vi si et seulement si la suite (o, x ) x est tendue, i.e. si et seulement
si elle vérifie

(23) A sup o i ({u € Vi, [|ul] = R}) = 0
—00 K
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(voir Skorokhod (2012, Chapitre 1, Lemma 1) pour plus de détails). Cette condition
n’étant pas toujours satisfaite dans $, il est nécessaire de modifier la norme utilisée
dans (23). En particulier, nous remarquons que

K
poscl{ € Vi Jullsis 2 BY) < B2 [ JJulldiosdposc(u) = B2Y0 A7
K

j=1
Par conséquent, s’il existe p > 0 tel que

Z)\j_p = Trg[h™?] < 00

i>1
la condition (23) est satisfaite et po est bien définie sur H'~2. On appelle pg la mesure
gaussienne de covariance h~1.

Cette mesure n’est a priori pas définie sur un espace fonctionnel tres régulier, car p > 0
et méme p > 1 dans les applications, et cela ne peut pas étre amélioré. Ce fait est
une conséquence du théoréme de Fernique (1970) : si p est le plus petit nombre tel
que Trg[h™P] < oo alors up($H179) = 0 pour tout ¢ < p. Autrement dit, si ¢ < p,
||u||g1-a = +00 po-presque stirement. Par conséquent, en prenant ¢ = 0, nous remarquons
que I'énergie est toujours infinie : (u, hu) = ||ul[q1 = +00 po-presque stirement.

Le cas le plus favorable correspond a p = 1 (ou p < 1 plus généralement). En effet, dans
ce cas, 'opérateur h~! est un opérateur a trace et la mesure ji est supportée sur §) =
L*(RY). Si p = 2, d.e. si Popérateur h~! est un opérateur Hilbert-Schmidt, analyse
devient plus complexe, car la mesure j est définie sur un espace de distributions.

Pour trouver le bon exposant p > 0 dans le cas qui nous intéresse, i.e. h = —A + |x|°,
nous pouvons utiliser les inégalités de Lieb—Thirring (voir Dolbeault, Felmer, Loss et
Paturel (2006, Theorem 1)). En particulier,

2P 1
TI'fJ[h p] S 2pTI'yJ[(h+)\1) p] S (27‘(‘)d/Rd /]Rd (|k3|2 T |£L‘|5 +)\1)p dx dk

avec \; la premiére valeur propre de h, ce qui donne Trg[h ] < oo pour tout p > g + g.

En dimension d = 1, il est donc possible de choisir p = 1 a condition que s > 2.
En dimension supérieure, d = 2, 3, le choix p = 1 n’est jamais possible. Par contre, si
5> %, nous pouvons prendre p = 2 ce qui sera suffisant par la suite. Cela permet de
conclure que la mesure gaussienne i est bien définie sur L?(R?) seulement en dimension
d = 1. En dimension d = 2, 3, la mesure gaussienne est en général définie sur un espace
de Sobolev avec indice négatif (un espace de distributions).

La mesure gaussienne [y apparait naturellement & la limite A — 0% dans le cas sans
interactions w = 0. En effet, nous avons le lemme suivant (voir Lewin, Nam et Rougerie

(2015, Lemma 3.4) et Lewin, Nam et Rougerie (2021, Lemma 5.10)).

LEMME 1.2. — Soit h un opérateur auto-adjoint positif sur $) tel que Trg[h™P] < o0
pour un p > 1 donné. Soit gy la mesure gaussienne de covariance h™' et Ty [’état de
Gibbs quasi-libre associé a h. Alors, pour tout k > 1

(24) PLFA] § — ) (| dppg(u) = kI(h")®F

A=0 Jpi-p
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dans l'espace de Schatten (’5”(@55’)).

Nous rappelons que I'espace de Schatten B?(8) d’'un espace de Hilbert £ est défini
par

(25) &"(R) = {A: & = & [|Alls, ) = Tral| ") = Trg[(A"A)"?] < o0} .
Remarque 1.3. — Pour tout k > 1,
(26) W= [ ) do(w)

définit la k-ieme matrice de densité associée a la mesure 9. Un calcul explicite (voir
Lewin, Nam et Rougerie (2015, Lemma 3.3)) montre que

78 = k(b1

Par conséquent, (I'unique extension de) yék) est un opérateur compact sur " et

k _
Traxl(06”7)7] < (K)?[Teg [P < oo,
Cela implique, en particulier, mgk) € 6P (" H).
Pour prendre en compte le cas avec interactions, nous aurons besoin d’introduire les
mesures de Gibbs non linéaires p. Formellement, il s’agit de mesures de probabilité en

dimension infinie de la forme
e_D[u}

(27) dp(u) = ——dpo(u)

avec z un facteur de normalisation et D un terme non linéaire. Le terme non linéaire

est ici de la forme
(28) Dl =Ren {5 [ [ we— ylute) Pluty) dedy .

En dimension d = 1 et lorsque p = 1, la définition de D ne pose pas de soucis,
car g est définie sur L2(R?). En dimension supérieure, u est po-presque sfirement une
distribution ce qui rend problématique la définition de 'intégrale (28). La solution pour
définir une telle mesure consiste a renormaliser I'interaction en soustrayant des contre-
termes formellement infinis, ce que nous avons indiqué ici par la notation ‘Ren.. Plus
précisément, apres avoir projeté la mesure sur un espace de dimension finie K, il faudra
s’assurer que les contre-termes divergent de la méme fagon que le terme principal lorsque
K tend vers l'infini, afin d’avoir un objet final bien défini. Ce type de construction, due a
Nelson (1973) a été intensivement étudiée en théorie constructive des champs quantiques.

Il est important de noter ici que, en dimension d = 1 et pour 1 < s < 2, D est bien
défini sans renormalisation pour des w suffisamment réguliers bien que ug ne vive pas
sur L2(RY). En effet, la mesure uo vit sur un espace L"(RY) pour r > 2, ce qui permet
de donner un sens a D sans renormalisation (voir Lewin, Nam et Rougerie (2018a)).
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1.2.1. Mesures de Gibbs non linéaires pour d = 1, p = 1. — Nous commencons par
considérer le cas simple de la dimension d = 1. De plus, nous supposons que
(29) Tra[h™!] < oo

de sorte que la mesure g soit définie sur 'espace $ = L?(R?). Dans ce texte, h étant
donné par —A + |z|*, cela revient a supposer s > 2.

Pour pouvoir définir rigoureusement la mesure de Gibbs non linéaire (27), il suffit de
montrer que le terme non linéaire

1
(30) Dl =5 [, [, wle = y)lu(@)Plu(y) dedy

2 Jrd JRrd
est fini po-presque surement. Dans ce cas, la fonction de partition
(31) z= / e P dyig(u)

)
est bien définie et
67D[u}

(32) dp(u) = ———dpo(u)

devient une mesure de probabilité sur §.
En utilisant le fait que pour tout opérateur positif auto-adjoint w sur $ ®s H

/ (u® u, wu @ u) dpo(u) = Trezp[wh™ @ K],
9

on peut en déduire une condition suffisant sur w dans le cas h = —A + |z|* avec s > 2.
Plus précisément, il suffit de supposer

0<w=w; +ws

avec wy; € L*(R,R) et wy une mesure positive de masse finie sur R.

Nous remarquons encore une fois que le terme non linéaire (30) pourrait rester pio-
presque stirement fini méme si la mesure py n’est pas définie sur §. En effet, Lewin,
Nam et Rougerie (2018a) ont montré que si s > 1, alors le support de pg est donné par
L"(R) pour tout max(2,4/s) < r < co. Cela permet de montrer que si 0 < w = w; + we
avec wy une mesure de Radon bornée et wy € LY(R) pour 1 < ¢ < ﬁ, I’application
u € D[u] est dans L' (dug) et D[u] est pg-presque surement fini (Lewin, Nam et Rougerie,
2018a, Corollary 3.3).

1.2.2. Mesures de Gibbs non linéaires pour d = 2,3, p = 2. — Le cas d = 2,3 est
plus complexe et comme nous I'avons déja mentionné une procédure de renormalisation
est nécessaire pour définir les mesures de Gibbs non linéaires et en particulier le terme
d’interaction (28).

Nous supposons toujours Trg[h™2] < oo, ce qui correspond & s > % lorsque h =
—A + |z]°.

Soit g la mesure gaussienne de covariance h™'. Pour tout f € L'(dug), on note

(33) S ())o = [ F(0) dpolw)
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la valeur moyenne associée. Finalement, pour tout K > 1, on considere Py le projecteur
orthogonal sur Vect{uy,...,ux} avec uy,...,ux les K premiers modes propres de h.
Nous avons le résultat suivant (Lewin, Nam et Rougerie, 2021, Lemma 5.3).

LEMME 1.4. — Soit h un opérateur auto-adjoint positif sur §) tel que Trglh™?] < oo.
Soit w € L®(RY) un potentiel d’interaction dont la transformée de Fourier W satisfait
0 <€ LY(RY). Pour tout K > 1, on définit 'interaction renormalisée tronquée par

D=3 [ [, wle =) (1Peu(@) = Peu@))n)
(34) (IPru)? = (1 Prcu(y)*)uo) dady.

Alors, Dglu] > 0 et Dgu] converge vers une limite D[u] > 0 dans L'(dug). Par
conséquent, la mesure de probabilité

esz[u]

(35) dp(u) = “——duo(u), == [ P dpo(u)

est bien définie. De plus, les matrices de densité correspondantes

k) . k k
= [ ) w dp()
sont dans & (®" ) pour tout p tels que Trg[h™P] < co.
Cette procédure de renormalisation revient & renormaliser la densité de masse |u(x)|?
apres projection sur un espace de dimension fini. En effet, étant donné que Trg[h™!] = oo,

|u(z)|? est po-presque siirement infini. Le point est que, si Trg[h 2] < oo, alors cet infini
est « le méme » pp-presque partout en wu.

Remarque 1.5. — 1l est intéressant, et important pour la suite, de mieux comprendre
I’effet de la renormalisation sur le terme d’interaction. Pour cela, nous pouvons calculer
formellement 'espérance dans la mesure de Gibbs libre pg des interactions renormalisées
et non-renormalisées.

Premiérement, en utilisant la transformée de Fourier, nous écrivons
. N ik-x —ik-y
w(x —y) = [ w(k)e™%e dk

et nous notons e; l'opérateur de multiplication par e”*. Formellement, ’interaction
non-renormalisée s’écrit alors sous la forme

(36)  Bluli= [, [ wle =)@l dedy = 5 [ a(h)]{u, e dk,

tandis que l'interaction renormalisée est donnée par

(37) Drenlu] = ; L D), exu) — ((u, extu))yo|* dk.
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Ici, pour ne pas alourdir ultérieurement la notation, nous avons omis l'indice $ sur
le produit scalaire. Le théoreme de Wick, satisfait par la mesure gaussienne o, nous
dit que

_ 1 o 1 1
(38) (Qiaj) = —0i—j, (Q;a;Qmay) = W@:ﬂmze + m@:m(sj:z

ce qui nous permet de calculer facilement (|{u, exu)|?),, et {|{(u, exu) — ((u, exu)) o |*) uo
En effet, en écrivant u = >, oyu; avec o; = (u;, u), on obtient
(u, epu) = o (ug, epuy)
i,J
et

(u, exre) — ((u, ext)) g = D i (us, exrg) + Y _{0i0) o (ui, extty)

‘7j .7j
= Zaza] Us, eku] + Z uz, ekul
Par conséquent,

([(u, ext) |*) uo = D {000 Qnug) g (i, €gt15) (i, €e)
i,7,m,l

= Z "y A (Ui, €xtt;) (Un, Extim) + Z y )\e (ui, extug) (us, ey
= Trg)[ekh* | Trg[exh ™! ]+Trf)[€kh7 exh™ .
De fagon analogue,

<’ <u> eku) - <<u7 eku>>uo ‘2>u0 = Z<O‘io_‘jo_‘ma5>uo <ui’ ekuj> <um> 6kuf>

i,5,m,¢
1 .
- Z NO )\ uZ? ekuj><um7 ekum>
7]7
1 -
- Z ala]>#0)\ (i, eptig) (U, €xUm)
7] m

+ ZZ W(ui,ekui>(uj, exl;)

1 -
—Z ¥ (g, epug) (ui, epug) = Trgleph™tefh ™.
i0 L

Finalement, en utilisant le fait que h~! est un opérateur a noyau, dont le noyau intégral
est donné par la fonction de Green GG, nous pouvons écrire formellement

/D | dpo(u 2//]Rd><Rd r—y)G(z,z)G(y,y) dxdy

(39) by [ [ = )Gy dedy
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et
. 1
(40) [ Pl diolw) = 5 [ [ wle = )|Gla,y) dady.
Rd xR
Le premier terme de (39) qui porte le nom de terme direct est purement formel puisque
dans le cas h = —A + |z]° la densité de matiere G(z,z) = lim,_,, G(x,y) = oo avec une

singularité au moins logarithmique. Le deuxiéme terme porte le nom de terme d’échange.
Ce terme est lui bien défini car, lorsque Trg[h™?] < oo, (x,y) — G(x,y) est au moins
dans L?(R?). L’effet de la renormalisation décrite dans le lemme 1.4 est d’éliminer le
terme direct et de ne garder que le terme d’échange.

2. Limites de champ moyen a température positive

Dans cette section, nous allons présenter les résultats obtenus par Lewin, Nam et
Rougerie (2015, 2021) concernant la limite de champ moyen d’un systéme quantique
en interaction et I'apparition des mesures de Gibbs non linéaires (voir aussi Frohlich,
Knowles, Schlein et Sohinger (2017) pour une approche différente).

Par simplicité et clarté d’exposition, nous nous limitons au cas
h=—A+|z|* dans R?, d=1,2,3.

Les résultats de Lewin, Nam et Rougerie (2015, 2018a, 2021) s’étendent a des hamilto-
niens h plus généraux.

2.1. Limites de champ moyen pour d =1, p=1

Nous allons d’abord traiter le cas plus simple de la dimension d = 1. Nous supposons
aussi que s > 2 de sorte que Trg[h™!] < co.

THEOREME 2.1 (Limite de champ moyen en 1D). — Soit d = 1. Soit h un opérateur
auto-adjoint sur $, h > 0 et tel que Tr[h™'] < co. Soit w = w; +wy avec wy une mesure
positive de masse finie sur R et 0 < wy € L>®(R). Soit I'y l’état de Gibbs associé a
Uhamiltonien Hy donné par (14), avec v(X) = Eg(A) =0, d température T = 5 et Z(N)
la fonction de partition correspondante. Soit jo la mesure gaussienne de covariance h™!
et soit du = 2z~ e P dpg la mesure de Gibbs non linéaire définie en (32). Alors :

1. Convergence de l’énergie libre relative :

(41) ,\IL%L log Z0) log z = log (/e d/,co(u)> :

2. Convergence des matrices de densités réduites : soit F(Ak) la k-iéme matrice de den-
sité réduite de l’état de Gibbs I'y. Pour tout k > 1,
-0

A—0t

(42) lim Trg Hk' AT — [ ) (] dp ()
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Remarque 2.2. — La convergence de ’énergie libre relative (41) ne caractérise pas de
maniere unique la mesure limite . Pour cela, nous avons besoin de la convergence de
toutes les matrices de densité réduites donnée par (42). Ces deux résultats permettent
de conclure que le systeme quantique considéré est entierement décrit par la mesure de
Gibbs non linéaire .

2.2. Limites de champ moyen pour d = 2,3, p =2

Dans cette partie, nous allons énoncer les résultats obtenus par Lewin, Nam et Rouge-
rie (2021) en dimension d = 2, 3. Le méme type de résultats a été prouvé simultanément
par Frohlich, Knowles, Schlein et Sohinger (2017), mais avec une approche complétement
différente que nous ne discutons pas ici en détails. La méthode de Frohlich, Knowles,
Schlein et Sohinger (2017) est inspirée par la théorie quantique des champs et est basée
sur une expansion perturbative de I'interaction.

La différence majeure dans la formulation des résultats en dimensions d = 1 et
d = 2,3 est liée au besoin de renormaliser ’objet limite comme discuté dans 1.2.2. Dans
la remarque 1.5, nous avons vu que la renormalisation revient a ignorer le terme direct
de I'énergie d’interaction. Or, en physique, la renormalisation ne consiste pas seulement
a supprimer les infinis indésirables : la suppression des mauvais termes doit étre justifiée
par la seule modification des parametres physiques du systéme (Delamotte, 2004). 11 faut
donc étre capable de trouver un contre-terme approprié qui compense la divergence de
I’énergie d’interaction directe et qui peut étre obtenu en ajustant seulement le potentiel
chimique v(\) et 'énergie de référence Ey(A).

Heuristiquement, nous pouvons raisonner de la fagon suivante. D’une part, en utilisant
la transformée de Fourier, nous avons vu que 1’énergie d’interaction au niveau classique
est donnée par

1 1 R P
5 [ Lowt = @ Pl dedy =5 [ o) | [ e da| dk
2 Jra JRrd 2 Jra Rd

D’autre part, I'interaction quantique peut s’écrire sous la forme

W= ;/R (k) [dr(e™)

ol le deuxieme terme est typiquement d’ordre inférieur et peut étre ignoré pour le mo-

2dl<;—7“”g))/\/

ment. Formellement, nous pouvons donc obtenir 'interaction quantique en remplacant
/d lu(x)|?e™* d par dI'(ey)
R

avec ey, I'opérateur de multiplication par ¥ dans §). Nous avons vu dans la remarque 1.5
que, au moins formellement, la procédure de renormalisation au niveau classique donne
1 .
Dlu] = 3 e W (k)| (u, exu) — ((u, exu)) ,,|* dk.
Par conséquent, la renormalisation appropriée au niveau quantique devrait étre de la
forme

Ten _ 1 A 2
wer = = [ d(k)ldr(en) — (0 (en)r, * dk
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avec (-)r, = Trz[-Tg] la valeur moyenne dans ’état quantique de référence I'y. En
particulier, un choix adéquat de v(\) et Ey(A) obtenu en développant le carré devrait
permettre d’écrire I'interaction quantique renormalisée sous la forme (15).

Cette approche marche trés bien dans le cas du gaz homogene, i.e. lorsque h = —A
sur § = L?(T?). En effet, soit x > 0 fixé et [y I'état de Gibbs quasi-libre de référence
associé a I’hamiltonien a un corps —A + &, i.e.

Iy = ZO(,\)—16—>\dT(—A+H)7 Zo(\) = Trg[e_’\dr(_AJr")],

L’interaction renormalisée devrait donc étre de la forme

1 R
Wit = o > d(k)|dT(ex) — (dT(ex)r |
ke2nZd
(ott la somme remplace I'intégrale, car nous travaillons sur T?). En utilisant les résultats

du lemme 1.1, il est facile de remarquer que

(dI'(ex))ry = dk=0No(N),
avec No(A) la valeur moyenne du nombre des particules donnée par

1

No(A) = Trz[NTo] = Trg[Ig] = > cpPex — 1

pe2nZ4
Cette quantité est infinie lorsque A — 07, mais sa divergence en A\ peut étre controlée
explicitement (voir (Lewin, Nam et Rougerie, 2021, Lemma B.1)). En développant le
carré, nous obtenons donc
w(0 R w(0
En choisissant le potentiel chimique et 1’énergie de référence comme suit

w(0) + A(0)No(N), Eo(N) = AUA}(QO)No(A)Q,

nous pouvons finalement écrire 'hamiltonien dI'(h + k) + AW sous la forme (14).

AW = AW + A

(43) v(A\)=—Kk—A

Dans le cas du gaz inhomogene, i.e. h = —A + |z|* sur R, la situation est plus
complexe. En effet, supposons h = —A + V(x) sur R? avec

2d
44 V = |zl®
(44) (x) = |z|* avec s > 14

et w: RY — R une fonction paire telle que
(45) we LNRY (14 V(2))*dz), 0 < e LYRY, (1 + |k|*)dk).

Si 'on considere comme état de Gibbs quasi-libre de référence celui associé a I’hamil-
tonien h = —A + V(z) et on suit la procédure de renormalisation décrite auparavant,
nous sommes amenés a perturber 'hamiltonien original par un potentiel qui dépend
de x. Cela est problématique d'un point de vue physique, car ¢a ne correspond pas a la
seule modification des parametres du systeme v(\) et Eg(\). Une solution pour obtenir
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une renormalisation physiquement pertinente consiste dans ce cas a modifier I’état de
Gibbs quasi-libre de référence.

Soit V), un potentiel a un corps général et soit ['y I’état de Gibbs quasi-libre associé a
h = —A + V)\, 7.€.

Ty = Zo(\)e MIEAT 1 Z0(\) = Trgle MIEAT],

Nous posons
YRR PN 1
Po (I) T FO (ZE,I) - |:6’\(_A+V>\) . 1:| (ZL’,ZL‘)

ou I‘(()l)(w, y) est le noyau intégral de 'opérateur a un corps I‘((Jl), et on remarque que, en

général, pgA dépend de x. En suivant le raisonnement détaillé ci-dessus, nous avons
Ao
e =2 [ o(k)ldr(er) - (A0 (en))r, * dk

w4+ A2 3 [ (k)AL (e) (AT (e, d

2
2 A AT e, b+ 5 [ d(R)AT (e, P d
(46) AW+ 2D ( )N AT (w * pg) 2 //Rded 2o (z —y)po*(y) dx: dy.

Par conséquent, I’hamiltonien avec 'interaction renormalisée est donné par

dF( A+ Vi —dwxp + A ()>+/\W+EO(/\)

avec

(47) B =2 [ [ @t -yl ) dedy

Cet hamiltonien coincide avec ’hamiltonien physique (14) avec potentiel chimique v(\)
si et seulement si le potentiel V) est solution de ’équation non linéaire

(48) VA — Aw* pg + A——2 (O) =V —-v(\).

Cette équation, appelée counter-term pmblem dans Frohlich, Knowles, Schlein et So-
hinger (2017), apparait naturellement lorsqu’on restreint la minimisation de I’énergie
libre (18) aux états quasi-libres. Plus précisément, on sait que, étant donné v > 0 une
matrice densité a un corps, on peut y associer un unique état quasi-libre

o—dl'(a)

Trg[e—dl“(a)]

dans l'espace de Fock § tel que I'™ = ~ (Solovej, 2007 ; Bach, Lieb et Solovej, 1994).
Ici, a est un opérateur a un corps défini de maniere unique par

1+~

I'=

v = 1(:>a:log

er —
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Grace au lemme 1.1, nous pouvons calculer facilement I’entropie
—Trz[['log '] = —Trg[[(—dl(a) — log Trg[e T @])] = Try[ay] + Trgllog(l — e™)]
= Trg[ylogy — vlog(1 +7)] — Trg[log(1 + )]
= Trg[vlogy — (1 +7)log(1 +7)]

Ensuite, en utilisant le fait que I" est un état quasi-libre et le théoreme de Wick (voir
Bach, Lieb et Solovej (1994) pour plus de détails), nous pouvons écrire les termes qui
apparaissent dans I’énergie libre en termes de ~. Plus précisément, nous avons

Trz[dl(—A 4+ V — )] = Trg[dI'(-A + V — v)7]
et

Trg[WT'| = / / Y(z, 2)w(z — y)y(y, y) dr dy
RdXRd

a5 — 2
+_2‘/n/£de¢1U($ ZD’V($7y>’ d%(ﬁ%

Ici, Popérateur a trace 7y est assimilé a son noyau intégral v(x,y) et la partie diagonale
v(x, z) est définie précisément par

T) = Z)\j|uj(l’) 2

ou \; et u; sont les valeurs et les modes propres de 7. L'énergie libre restreinte aux
états quasi-libres, dite énergie libre d’Hartree, s’écrit donc sous la forme

(19)  FIB]=Troldr-A+V =]+ 5 [ [ Aw ol - y),y) drdy

A
+§// w(z —y)|y(z,y)* de dy
Rd x R4
— TTrg[ylogy — (1 4+ 7)log(1 +7)].

Minimiser 1'énergie libre parmi les états quasi-libre revient donc & minimiser 7 parmi
les opérateurs v auto-adjoints positifs. En pratique, il est plus simple techniquement de
considérer le probleme de minimisation associée a ’énergie d’Hartree libre sans le terme
d’échange. Cela donne I’énergie d’Hartree réduite ou énergie de champ moyen,

(50) PR =Tl (-A+V =+ 5 [ [ et =y, v) de dy
— T'Trg[ylogy — (1 +7)log(1 +7)].

Cette simplification n’est pas rédhibitoire d’un point de vue conceptuelle, car comme
nous ’avons remarqué auparavant le terme d’échange est pris en compte dans la renor-
malisation.

Nous avons donc le lemme suivant (Lewin, Nam et Rougerie, 2021, Lemma 3.2).

LEMME 2.3. — Soientd >1,T >0, A >0 et v € R. Supposons que
0<VelLl . (RY, eV e LYRY), we LYRY), 0 < b e LYRY).
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Le probleme variationnel
FME(T X\, v) = inf FMF[4]

y=7*20
admet un unique minimiseur YMT qui est solution de I’équation non linéaire

MF 1

Y = eTfl(—A—l—V—V—‘r)\p,YIuF*w) o 1

Par conséquent, si T = 5 et v = v(X) + )\@, son potentiel Vy :==V —v(A) — A@ +

Apur xw est solution de 'équation (48).

Ce lemme nous donne le candidat naturel a étre I’état de Gibbs quasi-libre de référence.
Il s’agit de I'unique minimiseur de 1’énergie de champ moyen avec potentiel chimique
v(A) + )\@. Ce choix permet d’écrire ’hamiltonien H, sous la forme (14).

L’étude de I’équation non linéaire (48) a été détaillée dans Frohlich, Knowles, Schlein
et Sohinger (2017, Section 5). En particulier, il a été montré que lorsque 7' = % et que
le potentiel chimique v(\) est choisi de fagon appropriée, 'unique solution V) de (48)
converge vers une limite V4. Le candidat naturel pour étre 1’état de Gibbs quasi-libre
de référence est celui associé a l'opérateur a un corps —A + V) qui nous donne a la
limite la mesure gaussienne jiy de covariance hy ' = (—A + Vp). Nous présentons ici la
reformulation de ces résultats qui se trouve dans Lewin, Nam et Rougerie (2021).

THEOREME 2.4. — Soit d = 2,3. Soient V et w deuz fonctions sur R? satisfaisant
(44)-(45). Pour tout k > 0, posons

K . 1 dk A K UJ(O)
O 0= o [ ey )= A0 5=

Alors, il existe kg < 0o tel que, pour tout k > ko et pour tout 0 < X\ < 1, les assertions
suivantes sont vérifiées.

1. L’unique solution V\ de (48) satisfait

Vv 3V
2 —<WVW-r< —.
(5 ) 5 = V)\ R X~ 9
2. 1l existe une fonction Vy telle que
(53) lim [P =Y _0
A—0t V Lo°(R9)
et
(54) lim Tr U(—A LV - (—A %)ﬂ — 0.
A—0t

3. Le potentiel limite Vi est solution de l’équation non linéaire

V():V‘i‘w*pO‘f"f,

1 1

" pol@) = (—A+V0 - —A+m) ().
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L’existence d’une unique solution V) de I’équation non linéaire (48) a été montrée
par Frohlich, Knowles, Schlein et Sohinger, 2017 a 'aide d’un argument de point fixe
qui impose les conditions d < 3 et x suffisamment grand. Le théoreme de point fixe est

1
< =
<3

pour l'inconnue u = V), — k. La convergence dans la norme Hilbert—-Schmidt (54) suit
de la convergence de la suite des potentiels V) et de la régularité de V. Finalement,
I’équation non linéaire pour le potentiel limite Vj s’obtient en passant a la limite de
fagon appropriée dans I’équation (48) (voir 'appendice A dans Lewin, Nam et Rougerie
(2021) pour plus de détails).

Le choix du potentiel chimique v(\) dans (51) correspond a Uintuition que la diver-
gence de la densité de I’état de champ moyen Y™

appliqué dans ’espace métrique complet

(56) B(V) = {fegwwdnﬂm H—1

est essentiellement indépendante
de x et se comporte comme pf(\). Cela implique que nous pouvons compenser cette
divergence en ajustant seulement le potentiel chimique v(\). Le parameétre k peut étre
interprété comme un potentiel chimique effectif dans la limite A — 0%,

Nous pouvons finalement énoncer le résultat sur la limite de champ moyen en dimen-
sion d = 2, 3.

THEOREME 2.5 (Limite de champ moyen en 2D et 3D). — Soit d = 2,3. Soient V
et w deux fonctions sur R satisfaisant (44)-(45). Soit k > ko et v(N), Vi, Vo comme
dans le théoréme 2.4. Soit T'y l’état de Gibbs associé a [’hamiltonien Hy donné par (14),
avec Eo(\) donné par (47), a température T = + et Z()\) la fonction de partition

hY
correspondante. Soit
To(N) = ZO()\)—le—)\dF(—A+VA)7 Zo(\) = Trg[e—,\dr(—mrv;)]

I’état de Gibbs quasi-libre de référence. Soit pg la mesure gaussienne de covariance
(A + Vo)™t et soit du = z~re Pl dugy la mesure de Gibbs non linéaire définie en (35).
Alors :

1. Convergence de l’énergie libre relative :

Z()‘) _ _ —Dlu]
(57) ,\lféi log Z0) log z = log (/ e d,uo(u)> :

2. Convergence (Hilbert-Schmidt) des matrices de densités réduites : soit Ff\k) la k-
ieme matrice de densité réduite de l’état de Gibbs I'y. Pour tout k > 1,

2
(58) lim Trg Uk' AR / |u®*) (u®F| dpu(w) ] = 0.
A—=0t
Remarque 2.6. — Un résultat du méme type est vrai dans le cas du gaz homogene
(h = —A sur $ = L*(T%)) que nous avons briévement décrit au début de cette sous-

section. Cette situation est plus simple, car nous n’avons pas besoin de modifier le
potentiel de I’état de Gibbs quasi-libre de référence, mais nous pouvons tout simplement
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prendre celui associé a 'opérateur a un corps sans interactions. Les détails de ce résultat,
qui est une conséquence directe du théoreme 2.7 énoncé dans la section suivante, se
trouvent dans Lewin, Nam et Rougerie (2021), tandis qu'une présentation résumée est
contenue dans Lewin, Nam et Rougerie (2018b).

2.3. Limite de champ moyen pour d = 2,3 - Probléeme inverse

Dans la section 2.2, nous avons vu que ’approche physiquement pertinente pour
prendre en compte les effets de la renormalisation du terme d’interaction consiste
a modifier I'état de Gibbs quasi-libre de référence. Cependant, méme si cela n’est
pas naturel d'un point de vue physique, il est aussi possible de modifier directement
I'interaction comme dans (46) pour obtenir a la limite une mesure de Gibbs non linéaire
absolument continue par rapport a la mesure gaussienne sans interactions. Ce point
de vue est appelée probléme inverse par Lewin, Nam et Rougerie (2021), car il est
nécessaire de modifier le modele de départ pour obtenir a la limite la mesure souhaitée.

Comme dans les sections précédentes, nous considérons le cas modele h = —A + V'
sur R? avec V' comme dans (44) et w: R? — R une fonction paire satisfaisant (45).

Le résultat que nous allons énoncer est valable pour une classe plus générale d’hamil-
toniens de la forme h = —A +V avec 0 < V € L (RY) qui diverge suffisamment vite &

loc
Iinfini, I’hypothese cruciale étant

Trg[h™?] < co.

Le théoréme qui est au cceur du travail de Lewin, Nam et Rougerie (2021) est donc
le suivant.

THEOREME 2.7 (Limite de champ moyen - probléme inverse)
Soit d < 3 et soient V et w deux fonctions sur R satisfaisant (44) et (45). Soit
[y = Z(\) " te ™ [état de Gibbs associé a I’hamiltonien

(59)  Hy = Ho+ AW™ =dT <—A +V = Aw po + A“’(QO)> + AW + Ey())

avee po(w) =T (2, 2) = [ty ] (2. 2) et

A
EO()‘) = 5//}1@@]}@ l)o(I)w(I - y)po(y) dx dy.
Soit
To(A) = Zo(A) e MR Z0(N) = Trgle M4

[’état de Gibbs quasi-libre de référence. Soit pg la mesure gaussienne de covariance
(=A+ V)7t et soit du = 2 re Pl dpg la mesure de Gibbs non linéaire définie en (35).
Alors :

1. Convergence de l’énergie libre relative :

(60) )\IE(I)L log Z0N) log z = log (/ e duo(u)> :
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2. Convergence (Hilbert-Schmidt) des matrices de densités réduites : soit Ff\k) la k-
ieme matrice de densité réduite de l’état de Gibbs I"y. Pour tout k > 1,

2
(61) lim Trg Uk' AT - / U (W] dpa(u) ] = 0.
A—0t
Remarque 2.8. — Le théoreme 2.7 ne s’applique pas directement au gaz inhomogene
h = —A + |z|® car, comme nous 'avons vu auparavant, dans ce cas nous pouvons

écrire ’hamiltonien sous la forme (59), mais seulement si nous utilisons le potentiel V)
solution de 'équation (48). Le théoreme 2.5 suit essentiellement du théoreme 2.7 avec
h = —A + V). En effet, toutes les estimations utilisées dans la preuve du théoreme 2.7
dépendent seulement de Trg[h 2] qui est une quantité uniformément bornée grace a (54)
lorsque V, — V4.

3. Stratégie et éléments de la preuve

La méthode utilisée dans Lewin, Nam et Rougerie (2015, 2021) pour montrer les
résultats énoncés dans la section 2 est une méthode variationnelle, contrairement a celle
employée par Frohlich, Knowles, Schlein et Sohinger (2017).

En effet, comme nous ’avons remarqué dans la section 1.1 pour les états de Gibbs
quantiques, le principe variationnel de Gibbs nous dit que pour tout opérateur auto-
adjoint A sur un espace de Hilbert R,

— 1og(Trﬁ[e—A]) = OJ?:{»‘M* {Trs[AM] + Try[M log M|}
Trg[M]=1

et I'infimum est atteint par I'unique minimiseur

e—A

My = ———.
07 Trgle4]

En particulier, pour tout opérateur auto-adjoint B sur K, nous avons

Trgle 475
e -=y
= me* {TI'_Q[(A + B)M} + Trﬁl:M log M] — TI'ﬁ[AMo] — TIR[MO IOg Mo]}

0<M=
Tre=1

= inf {Trg[BM]+H(M, My) + Trg[A(M — My)] + Trg[(M — M) log Mo}

0<M=M
TI'AQ::[

- ogzbnsz* {H(M, My) + Trg[BM]}
TI‘R::[
avec H(M, My) = Trg[M (log M —log My)] > 0 I'entropie relative (de von Neumann) de
M et Mo.
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Dans le cas particulier que nous considérons ici, I’état de Gibbs I'y associé a ’hamil-

tonien H, a température % > 0 est 'unique minimiseur de 1’énergie libre donnée par
(18) et

AF\ = —log Z(A\) = min {Trz[\H,\I'| 4+ Trz[T"log'|}
res(y)

Par conséquent,
Z(A)
Z0) Fglé}(% {H(T,Ty) + \Trg[(Hy — H\)T}

= mnin {H(D,Ty) + N Trg[Wr]}

(62) —log

ou I'y est I'état de Gibbs quasi-libre associé a Hy = dI'(h).

De fagon analogue, il n’est pas difficile de montrer que la mesure de Gibbs non
linéaire p, définie par (32) en dimension d = 1 et (35) en dimension d = 2, 3, est 'unique
minimiseur du probleme variationnel

(63) —logz = min {’Hd(u, o) + /D[u] du(u)}
v mesure de probabilité
v o
avec
dv dv
(69 Mot = [ G108 (G50 ) > 0

I'entropie relative (classique) de v et /', et z = [ e Pl dug(u) la fonction de partition
définie par (32) en dimension d = 1 et (35) en dimension d = 2, 3. Ici, 4 est la densité
de la mesure v par rapport a la mesure v/'.

En effet, au moins formellement, si I’on note v la densité de la mesure v par rapport
a la mesure pp, nous avons

e—D[u]

Ha(v i) + [ Dlul(w) diao(w) = Ha(yz, o) = [ Dlul—— duo(w)

—/ )log v(u) dug(u) + /D (u) dpo(u) + log z

—D[u}
= / (logy u) — log

L’objectif est donc d’interpréter le probleme variationnel (63) comme une version

> dpo = Ha(v, 1) > 0.

semi-classique de (62). Ce passage du quantique au classique se fait a I'aide d’une
famille de mesures semi-classiques appelées mesures de De Finetti que nous décrirons
dans la section suivante. L’idée consiste a associer a la suite d’états quantiques I'y une
mesure semi-classique v et montrer qu'une telle mesure est solution du probleme de
minimisation (63). Par unicité du minimiseur, il sera possible de conclure que v coincide
avec la mesure de Gibbs non linéaire p et déduire la convergence de 'énergie libre
relative.
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Une telle procédure demande de passer a la limite dans le probleme de minimisa-
tion (62), la difficulté principale étant le controle de la borne inférieure

(65) lim inf <— log 5;&) > Ha(p, po) + / Dlu] dp(u) > —log z.

Plus précisément, le terme d’entropie et le terme d’interaction seront controlés sépa-
rément, 7.e.

(66) lim inf H(T, T¢) > Ha(u, po)
A—0F

et

(67) lim inf A?Trs[ W] > / Dlu] dp(u

En particulier, I'ingrédient principal pour montrer (66) est une version semi-classique
de la premiere inégalité de Berezin—Lieb adaptée a l’entropie relative (Berezin, 1972;
Lieb, 1973 ; Simon, 1980). Cette inégalité que 1'on décrira par la suite constitue une des
contributions principales de Lewin, Nam et Rougerie (2015).

Pour le contrdle du terme d’interaction la stratégie employée dépend de la dimension d

et, plus précisément, de la nécessité d’utiliser une renormalisation dans la définition
de Dlu].

Nous avons vu auparavant, qu’en dimension d = 1 et p = 1, le terme d’interaction
est bien défini et la renormalisation n’est pas nécessaire. Pour le passage a la limite, la
version quantitative du théoréeme de De Finetti quantique énoncé dans la section suivant
est donc suffisante.

En dimension d = 2,3, la borne inférieure (67) est beaucoup plus difficile & obtenir
a cause de la renormalisation de l'interaction D[u]. Cette estimation représente la
nouveauté fondamentale du travail de Lewin, Nam et Rougerie (2021).

Nous présenterons dans les sections suivantes les idées principales et les outils qui
apparaissent dans les preuves des résultats de la section 2, et notamment ceux utilisés
pour obtenir la borne inférieure (65).

La borne supérieure correspondante s’obtient en utilisant des états test bien choisis et
les outils d’analyse semi-classique en dimension finie présentés dans la suite. Le lecteur
intéressé trouvera les détails des preuves dans (Lewin, Nam et Rougerie, 2015) pour la
dimension d = 1 et dans (Lewin, Nam et Rougerie, 2021) pour les dimensions d = 2, 3.

La preuve de la convergence des matrices de densité réduites est déduite de diverses
estimations développées pour prouver la convergence de I’énergie libre relative. A nou-
veau, le lecteur intéressé trouvera les détails dans les papiers originaux (Lewin, Nam et
Rougerie, 2015, 2021).
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3.1. Du quantique au classique : mesures de De Finetti

Dans cette section, nous allons introduire les objets qui permettront de faire le lien
entre le probleme variationnel quantique (62) et celui classique (63). Ces outils nous
aideront a comprendre comment décrire les objets quantiques qui sont des opérateurs sur
un espace de Hilbert, en termes d’objets classiques qui sont des mesures de probabilités.
Pour cela, nous utilisons dans ce texte les approches dues principalement & Ammari et
Nier (2008, 2009, 2015) et Lewin, Nam et Rougerie (2014a,b, 2015, 2021).

Une des difficultés dans 'application de ’analyse semi-classique dans ce contexte
réside dans le fait que nous devons travailler dans un espace fonctionnel de dimension
infinie. L’idée est donc de se ramener au cas de la dimension finie en utilisant la méthode
de localisation dans l'espace de Fock décrite par Lewin (2011).

Plus précisément, soit $ un espace de Hilbert, P un projecteur orthogonal sur ) et
Q = 1 — P. L’espace $) peut s’écrire comme somme directe = (P$) @ (Q$) ce qui
entraine la factorisation de I’espace de Fock

§(H) =~ F(PH) @ F(Q9N).

En particulier, il existe une transformation unitaire U : F((P$H) @ (Q9)) — F(PH) @
5(Q9H) telle que UU* = 1. Pour tout état I' sur §, et pour tout projecteur orthogonal P,
on définit sa localisation I'p sur F(P$H) comme 1'état obtenu en prenant la trace partielle
sur §(Q9H) de T, i.e.

Fp = TI“g(ng) [UFU*]
L’état I'p est caractérisé par le fait que ses matrices de densité sont localisées
(68) (Tp)® = poFr k) pek

pour tout k > 1 (voir Hainzl, Lewin et Solovej (2009, Appendice A), Lewin (2011) pour
plus de détails).

La construction de la mesure de De Finetti repose sur la notion de symbole inférieur
par rapport a la base sur-complete de §F(PS$)) donnée par les états cohérents lorsque P
est un projecteur orthogonal sur un espace de dimension finie.

Pour tout u € $, [’état cohérent associé a u sur I'espace de Fock § est donné par

(69) E(u) == 6_% HG?O \/1n_!u®”.

Les états cohérents possedent plusieurs propriétés algébriques intéressantes (voir Zhang,

Feng et Gilmore (1990)). En particulier, pour tout & > 1, la k-iéme matrice de densité
réduite de &(u) est simplement donnée par
1
k
(70) [ (u)) (€@ = 45 [u®*) (™.
De plus, grace a la décomposition de 'identité fournie par le lemme de Schur, nous
avons

(71) [ let) gl du= ([ e duwytg, = 71y,
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pour tout sous-espace V' de $) de dimension finie (voir Lewin, Nam et Rougerie (2015)).
En particulier, cela est vrai pour V' = F(P$)) lorsque P est un projecteur orthogonal
sur un espace de dimension finie.

Soit P un projecteur orthogonal sur un espace de dimension finie. Pour tout état '
sur § et pour tout € > 0, nous définissons le symbole inférieur (fonction d’Husimi,
symbole anti-Wick) de I' sur F(P$) a l'échelle € par

u u

(72) () = (o) (¢ () o () )

avec du la mesure de Lebesgue usuelle sur P§) ~ C™sPl. L’identité (71) implique que
le symbole inférieur est en effet une mesure de probabilité sur P$).

Une fois la fonction de Husimi p% - définie, il est naturel de s’intéresser a I'é¢tat dans
I'espace de Fock §(P#$))

| 6/ VE) 6w/ Vo) dpp(u)

et & ses matrices de densité

1 — €
e ) ] dip (),

En particulier, nous pouvons nous demander si cela donne une bonne approximation des
matrices de densité de I'p dans la limite ¢ — 0. La réponse a cette question est donnée
par la version quantitative suivante du théoreme de De Finetti quantique (Christandl,
Konig, Mitchison et Renner, 2007 ; Lewin, Nam et Rougerie, 2014b, 2015 ; Rougerie,
2016 ; Lewin, Nam et Rougerie, 2021).

THEOREME 3.1. — Pour tout k € N, nous avons
by g ok e ke (B
(73) /1355 |u® ><u® | d,u;F(u) =kle FP + kle Z <£>FP X ]l®’§4p5§‘
=0
De plus, si Trg[P] = d,

Tr

KRN (k=04 d— 1) ,

RIETE = [ Ju) (] diir(0)
P$H ’

3.2. Du quantique au classique : Controle de ’entropie relative
Etant donné deux états I' et IV sur §, I’entropie relative définie par
(74) H(T,T') = Trg[T(log T — log I')]

est une quantité positive éventuellement infinie. Une propriété cruciale de cet objet est
sa monotonie par rapport aux transformations 2-positives qui conservent la trace. Plus
précisément, pour toute application linéaire ®: B(&;) — B(8s) telle que

Ay A CI’(AH) (I)(Am)
<A21 A22> =0= <®<A21> <I><A22>> =0
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pour tout A;; € B(8;) et telle que Trg,[P(A)] = Trg, [4] pour tout A € B(RK;), nous
avons

H(P(A), ®(B)) < H(A, B)

(voir Petz (2003)). Un exemple d’application linéaire de ce type est donné par la locali-
sation [' — ['p définie dans la section 3.1. Par conséquent,

(75) H(,T') > H(Tp,Tp).
De plus, nous avons le résultat suivant di a Lewin, Nam et Rougerie (2015).

THEOREME 3.2. — Soient I' et IV deux états sur § et soit P un projecteur orthogonal
sur un espace de dimension finie. Alors

(76) H(Fv F,) Z %<FP7 FlP) Z Hcl(ﬂ;,l"a :u;l"’)
ou ppr €t ppr sont les symboles inférieurs définis dans la section 5.1.

Ce théoreme est la conséquence directe du lemme suivant dont la preuve, contenue
dans Lewin, Nam et Rougerie (2015), utilise les techniques développées pour les inégalités

de type Berezin-Lieb (Berezin, 1972 ; Lieb, 1973 ; Simon, 1980) adaptées a I’entropie
relative.

LEMME 3.3. — Considérons une décomposition de l’identité sur un espace de Hilbert R
de la forme

] Ine) el d () = 1

avec ¢ une mesure de Borel positive sur M C RN et ot lapplication v € M + n, €
SR ={u € &, ||u| = 1} est continue. Pour tout opérateur A > 0 d trace sur K, nous
définissons le symbole inférieur sur M par

dmy(z) = (x, Ax)d((x).
Alors pour tout opérateur A, B > 0 a trace sur K, nous avons

(77) H(A, B) > Ha(ma, mp).

Le théoreme 3.2 fait le lien entre l’entropie relative de deux états quantiques et
I’entropie relative classique de leurs symboles inférieurs. Ce lien nous permettra d’obtenir
la borne inférieure (66).

3.3. Du quantique au classique : Controle du terme d’interaction

Pour ce qui concerne le contréle du terme d’interaction (67), la stratégie développée
dépend de la dimension, d = 1 ou d = 2, 3, considérée.
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3.3.1. Borne inférieure pour d = 1, p = 1. — Nous allons d’abord considérer le cas
d = 1. Nous rappelons que h = —A + |z|* avec s > 2 de sorte que Trg[h™!] < co. De
plus, w = w; + wy avec wy une mesure positive de masse finie sur R et 0 < wy € L®(R)
de sorte que

Trae.owh™ @ k™' < co.

Il s’agit du cas le plus simple, car d'une part nous n’avons pas besoin de renormaliser
I'interaction, et d’autre part nous sommes capable d’avoir de bornes a priori sur toutes
les matrices de densité associées a la suite d’états de Gibbs I'y. Ces bornes a priori
permettent, en particulier, de définir une mesure de De Finetti v comme limite des
symboles inférieurs donnés dans la section 3.1.

Précisément, le théoréme suivant a été montré par Lewin, Nam et Rougerie (2015).

THEOREME 3.4 (Construction de la mesure de De Finetti)
Soit 'y, > 0 une suite d’états dans § tels que Trz[I',] = 1. Supposons qu’il existe une
suite (e,) qui tend vers 0 et une constante Cy, telles que

Trorg [en T ] < Cy

pour tout k > 1. Alors, il existe une mesure de probabilité v sur $) (invariante par
multiplication de phase) qui est la mesure de De Finetti d’une sous-suite I'y, a I’échelle ;.
De plus,

(78) k(e FT) — /,3 u®*Y (| du(u)

nj
faiblement dans ®'§5§ pour tout k > 1.

Remarque 3.5. — 1. Dans ce contexte, dire que v est la mesure de De Finetti d'une
(sous-)suite I',,; a I’échelle ; signifie que v est I'unique mesure dont les projections
cylindriques vy sont limites des symboles inférieurs /fjg;rn‘ définis par (72) avec
V = Im(P). '

En particulier, nous pouvons passer a la limite dans I'inégalité (76) en utilisant
la semi-continuité inférieure de I’entropie et conclure que

liminf H (T, T7) > Ha(vv, 1)

n—+o0o
avec v et 1/ les mesures de De Finetti associées aux suites [, et I}, respectivement.

Finalement, la localisation sera enlevée en prenant d = Trg[P] = dim (V) — oc.

2. La trace Trgeg[efT®)] étant uniformément bornée, nous pouvons aussi déduire
que

(79) e )T o [ [u™*) (] dv(w)

dans 'espace des opérateurs a trace.
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3. La mesure v est caractérisée de facon unique par la connaissance de tous ses
moments d’ordre k, [; [u®*) (u®*| dv(u) (Lewin, Nam et Rougerie, 2014a, Section
2). Par conséquent, le lemme 1.2 permet de conclure que la mesure gaussienne
définie dans la section 1.2 est I'unique mesure de De Finetti de la suite d’états de

Gibbs quasi-libre Ty = Z,(\)te (%) 3 I'échelle € = .

La stratégie consiste donc a appliquer ce résultat a la suite d’états de Gibbs
[y =Z(\) e avec Z(\) = Trzle 2] et H, = dT'(h) + AW. Pour cela nous avons
besoin d’estimations a priori sur toutes les matrices de densité de I'y qui sont résumées
dans la proposition suivante (Lewin, Nam et Rougerie, 2015, Lemmas 8.1, 8.2, 8.4).

PROPOSITION 3.6. — Soient h > 0 et w > 0 deux opérateurs auto-adjoints sur $) et
H R4 H respectivement, tels que

Trg[h ™! + Troe.o[wh ™' @ A1 < co.
Soit Hy = dT'(h) + AW et 'y = Z(\)"te M ["état de Gibbs associé a Hy avec fonction

de partition Z(\). Alors les estimations suivantes sont satisfaites.
1. Soit Zy()\) la fonction de partition de I'état de Gibbs quasi-libre Ty = Z(\)e "),
Nous avons

_ 1gp—1 Z(A
(80) e~ TrosenlehEh ] < ZO((A)> <1
et
(81) NTrge,6[wlY)] < Trag,glwh ™ @ h™').
2. Nous avons
(82) 0 < ATV < 2(1 + Trag.g[wh ™' @ A YA

3. Pour tout k > 1, il existe une constante Cy > 0 telle que
(83) Trg[ANFT,] < Cpetroesolwh™ @h ™y 1p=1])k,

En particulier, pour tout k > 1, la suite (A\*T'*) est bornée dans l’espace des
opérateurs a trace lorsque A — 0.

Remarque 3.7. — La condition w > 0, qui correspond a une interaction répulsive, joue
un role fondamental dans la preuve de la proposition 3.6.

Nous avons a présent tous les arguments pour donner la preuve de la borne infé-
rieure (65) dans le cas particulier d = 1 et p = 1.

Plus précisément, soit (I"y), la suite d’états de Gibbs définie dans la proposition 3.6.
D’apres le théoréme 3.4, a une sous-suite pres, (I'y), posséde une mesure de De Finetti v
telle que

INT®) / u®*Y (| du(w)
)

dans 'espace des opérateurs a trace.
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Par conséquent, en utilisant le théoreme 3.4, w > 0 et le lemme de Fatou pour les
opérateurs, nous obtenons

o ZA)\ . 2
h)\rg(l)l}f <—10g Zo(/\)> = h)\rg(lﬁlf (H(F,\,Fo) + A TI'g[WFA])

= lim inf (H(FA7 o) + XN Trag, s [@UF(P])

A—0t

> HC1<V7 ,UO) + h)\Ig(l)E_lf (Trﬁ®sﬁ [wAQFS\Q)])
1
> Hav, o) + 5 Trn,s [w [ [0 (a*?] dvu)]
)

1
= Ha(v, po) + 5 / (u®u,wu @ u) dv(u) > —log z,
)

ce qui donne la borne inférieure souhaitée.

De plus, nous pouvons remarquer qu’en utilisant (82) et le théoréme de convergence
dominée pour les opérateurs a trace (Simon, 2005), nous déduisons de la convergence
faible-x la convergence forte

AT /j5 ) (] dv ()

dans &', ce qui donne (42) pour k = 1. Nous renvoyons le lecteur intéressé a Lewin, Nam
et Rougerie (2015) pour la preuve de la convergence des matrices de densité pour k > 1.

3.3.2. Borne inférieure pour d = 2,3, p = 2. — En dimension d = 2, 3, la situation est
plus complexe. En effet, comme nous I’avons vu auparavant, la mesure de Gibbs non
linéaire p est un objet singulier et sa caractérisation variationnelle (63) fait intervenir
I'interaction renormalisée D. Il faut donc étre capable de controler 'apparition de ces
singularités lors du passage a la limite A — 0T. Pour cela, de bonnes estimations sur les
matrices de densité a un corps et a deux corps F(Al) et Ff\2) sont nécessaires. Lewin, Nam
et Rougerie (2021) introduisent deux nouvelles inégalités pour traiter cette question. Ces
deux inégalités, intéressantes en soi, représentent 1'une des contributions fondamentales
du travail de Lewin, Nam et Rougerie (2021). Nous les énongons ici et nous expliquerons
les roles qu’elles jouent dans la démonstration de la borne inférieure (65) en dimension
d=2,3.

La premiere inégalité permet de controler la différence de deux matrices de densité a
un corps par l'entropie relative de deux états. Plus précisément, nous avons le résultat
suivant (Lewin, Nam et Rougerie, 2021, Theorem 6.1).

THEOREME 3.8. — Soit h un opérateur positif auto-adjoint sur un espace de Hilbert
séparable R tel que Trgle "] < oco. Soit
—dr(h)
po T
Trg[e—dr()]

I’état de Gibbs quasi-libre sur § associé a h. Alors, pour tout I' € §, nous avons

(84) Trg[|[VA(IT® — T8NV < 4H(T, To) (V2 + /H(T, Ty))?
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ou I'W et Fél) sont les matrices de densité a un corps correspondantes.

Remarque 3.9. — 1. Dans le cas qui nous intéresse dans ce texte, i.e. h = —A + |z|*®

avec s > 24 Trs[h™%] < co. Par conséquent,

Ty |00 — TS ) < /Trg 021 [VAC® — TSV,
< /Trg [h=22y/H(T, To) (V2 + /H(T, Ty)).

Autrement dit, il est possible de controler la norme trace de la matrice a un corps
relative T — (V.

2. La preuve de ce résultat repose sur un argument de type Feymann-Hellmann qui
consiste a perturber le principe variationnel qui définit I’état I'.

La deuxieme inégalité permet de controler le moment d’ordre 2 d’un état de Gibbs
par les moments d’ordre 1 d’une famille d’états de Gibbs perturbés. Plus précisément,
nous avons le résultat suivant (Lewin, Nam et Rougerie, 2021, Theorem 7.1).

THEOREME 3.10. — Soit H un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert sépa-
rable 8 tel que Trg[e ] < 0o pour tout 8 > 0. Soit A un opérateur auto-adjoint borné
sur R tel que X = [[H, A], A] est borné. Considérons les états de Gibbs perturbés

e—H—i—eA
T.i= .

Trgle—H+e4]

Soit a >0 et
ni= sw (ITal AT )| + ay/[Tea XTI + X AL Al

Alors,

2(1 2 2
(85) TI‘_Q[AQF()] < w e

a

Ces deux inégalités seront utilisées par la suite pour pouvoir controler les moments
d’ordre 2 de certains opérateurs définis sur §. De plus, nous aurons besoin d’estimations
a priori qui sont résumées dans la proposition suivante (Lewin, Nam et Rougerie, 2021,
Lemmas 5.12; 5.14).

PROPOSITION 3.11. — Soit h > 0 un opérateur auto-adjoint sur $) tel que Trg[h 2] <
00. Soit w: RT — R une fonction telle que 0 < @ € L'(R?). Soit Hy = dI'(h) + AW
avec \

W = 2 /R @(R)|AT(€%7) — (AT (e%%))r, 2 d.

e— AT (R)

Soient I'y = % [’état de Gibbs associé a Hy, et 'y = AV l’¢tat de Gibbs quasi-libre
associé a h. Alors, il existe une constante C' > 0 telle que les estimations suivantes sont
satisfaites.

1. Pour tout X\ > 0,
(86) A (W < CTrg[h 2.
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2. Pour tout A > 0,

Z(M) .
< — < .
(87) 0 < —log Zo0) = CTrg[h™7]
En particulier,
(88) H(T'x,To) < C'Trg[h77]
et
(89) Trg[W*'T'y] < CA*Trg[h 7]

uniformément en \.

Remarque 3.12. — Da fagon analogue au cas d = 1, la condition @ > 0 joue un réle
fondamentale dans la preuve de la proposition 3.11, car elle fixe le signe de I'interaction.

Nous pouvons finalement donner une illustration de la preuve de la borne inférieure
(65) en dimension d = 2, 3.

Soit
A ‘ .
Hi = Ho + XW'™ = dD(-A + V) + 5 [ R)lar(e=) = @r(e))r, | dk
R
avec [y = %{SM I’état de Gibbs quasi-libre associé & h = —A 4+ V. Soit ['y, = e;.?f;

I'état de Gibbs associé a H,.

Comme nous 'avons vu dans la section 3.1, pour mieux exploiter les outils d’analyse
semi-classique, il est pratique de se ramener a un espace de dimension finie en utilisant
la localisation dans les espaces de Fock a l'aide d’un projecteur P bien choisi. Un
choix naturel de P est donné par P = 1(h < Ay) avec Ay = Ay(\) un parametre de
troncature fini, mais qui tend vers oo lorsque A — 07. Plus précisément, nous choisissons
1 < Ay < A\71/3. Cela revient & traiter séparément les basses et les hautes énergies.

L’avantage d’une telle démarche est que, dans I’espace de dimension finie P$), nous
pouvons utiliser la version quantitative du théoreme de De Finetti (Théoréme 3.1) pour
relier les objets quantiques aux objets classiques. Cependant, en projetant sur un espace
de dimension finie, nous produisons une erreur qui dépend tres fortement de la dimension
de I'image de P. Le principal défi consiste donc a trouver une bonne fagon de controler
cette erreur.

Soit ey, 'opérateur de multiplication par cos(k - z) ou sin(k - x). Cet opérateur permet
de définir le terme d’interaction renormalisée qui apparait dans (62) et s’écrit sous la

forme
2

A ‘ '
A\2pyren :? /Rd u?(k)\dl“(em) — <dF<6lk-x>>F0|2 dk
)\2
"2 Jpe

+ A; /Rd W(k)|dD (sin(k - 2)) — (AT (sin(k - 2)))p, | dk.

w(k)|dl (cos(k - x)) — (dT(cos(k - )))r,|* dk
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Si 'on note e = Pei,P et ef = e — e, nous pouvons facilement observer que
AX([dT (ex) — (A (e ))rol*)ry

(90) < (14 )N (JdT(ex) — (AT (), 2)r, + (1 4+ HNAT(e) — (AT (e o P,

pour tout £ > 0. L’objectif est donc de montrer

(91) A (AT (e) — (T (e ))ro )y —— 0

A—0t
de sorte a pouvoir garder seulement la partie de l'interaction projetée sur les basses
énergies.
La limite (91) est I'un des points cruciaux de (Lewin, Nam et Rougerie, 2021). Elle
fait 'objet du théoreme suivant (Lewin, Nam et Rougerie, 2021, Théoreme 8.1).

THEOREME 3.13. — Soient V et w deux fonctions sur R? satisfaisant (44) et (45).
Soit ey opérateur de multiplication par cos(k - z) ou sin(k - z), e} = e, — PexP avec
P=1(h<Ay) et1 <A <\ 2. Pour tout k € RY, nous avons

(92) N ([dT(e) = (AT (ef))r ey < O+ RPN+ [[(1 = P)h~ o)

avec C' une constante positive.

Remarque 3.14. — La preuve de ce théoreme, omise dans ce texte, s’appuie sur I'inégalité
de corrélation (85). Cette inégalité permet de remplacer les moments d’ordre 2 dans
I’étude de la limite (91) par les moments d’ordre 1 d’une famille d’états de Gibbs. Par
ailleurs, I'inégalité (85) est appliquée a des opérateurs A’ de la forme A—Trz[Al'y] avec A

qui vit dans les hautes énergies. Dans ce cas, Trz[A'T.| = Trz[Al'.]—Trz[AL] est controlé
a l'aide de l'inégalité (84) uniformément pour € € [—a, a] et a suffisamment petit.

En utilisant le théoréme 3.13 dans I'inégalité (90), nous avons
A*(|dT (e ) —(dT (e ) [*)r,
< (1+e)X*(|dl(ex) — (AT (ex))ry*)r,
+(L+eHCA+ [EP)Y A+ (1= P)h™ o) 7

pour tout € > 0. En multipliant cette inégalité par @ > 0 et en intégrant sur R?, nous
obtenons, pour tout € > 0

A Ar ()~ P,
<L+ D), 4+ (14 )OO (1= P ea)”
AW +eC+ 1+ HCO+||(1 = P)R7Y|e2) "7,

ou nous avons utilisé (45) a la deuxiéme ligne et (89) a la troisieme. En optimisant la
valeur de £ > 0, nous pouvons conclure

(93)
N (W™, > AQ/ D(k){|dT (e )—={dT(ex ))ro[*)ry dk = COA A+ [[(1 = P)h™ g2) /M

]Rd
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pour A suffisamment petit.

Pour obtenir une borne inférieure de la forme (67), il est donc suffisant de controler le
comportement du terme d’interaction sur les basses énergies. Pour cela, nous pouvons
utiliser les outils de 'analyse semi-classique et, plus précisément la version quantitative
de théoréme de De Finetti énoncée plus haut (théoreme 3.1).

Pour tout opérateur a un corps auto-adjoint A, nous pouvons facilement montrer que

(94) (AT(A)? =00 0® 2 é 1<Z< (A); ® (A); +dI(4%).
En particulier,
(dT(ex))? = 2dD((e;) ) + dT'((e;)?)
ce qui implique
([T (e ) = (AT (e))ro|*)ry =2Trs,0[(ep)¥*T) + Trg[(e)’TY]
— 2Trg (e )T Tro[(e)TS] + (Trol(e)TST) "

Pour estimer les termes qui font intervenir I’état de Gibbs quasi-libre I'g et ses matrices
de densités, nous utilisons les formules explicites données par (22) et (24). En particulier,

Mg (6 J08) = ATi ()5 ] = Ti [(e08™"] + VT [(60) (s = 37 )]
(95) - / (u, ) dpio(u) + O(AA2).

En effet,
1 1

T |(68) (=g — )| < O

car ‘(e’\h— 1)~ — ()\h)*l‘ < 1 au sens des opérateurs et dimP$) = Trg[P] <
Trg[AZh~2] < CAZ. D’autre part, en utilisant (84) et (88), nous avons

A [T (e ) (TR = TEN]| < AR 2 (e )b~ 2 e |2 = TG) M2 g2

< Ch (e )2 || g2 = O/ Trg (e ) (e )h~]

< Clley 1y Trs[h=?]

grace a l'inégalité de Holder pour les normes de Schatten. Ensuite, comme |e; | < P <
Ayh™!, nous en déduisons

AT (e )T]| < [N [(e) (TR = TE)]| + Mg [(e)T6)|
< NTrg[(ep)(TF) = TE)]| + ATrg [P
(96) < OA/Trg[R72.
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Par conséquent,
(D (e) — (AT (e ))ry e, = 2\ Trge,sl(e; )¥20P) + 2T (e )2T]
— 2N Ty (e T T (e )TSV] + A% (Trg (e )T
> 2\ Trgs5[(e)¥2T) = 20T (e )T} (u, €5 )) g
— CN AT (e )TN] + (((u, e ). ) — CN2A!
> 2\ T, (e ) 2T ) — 20T [(e5 ) TS (1, €10)) g
(97) —I—(((u,e,;u))H) — C(AA + A2A))

ou nous avons utilisé le fait que Trg[(e;, )2F( )] > 0 et la notation définie en (33) pour (),
Par ailleurs, étant donné que A, < A7'/3 le terme d’erreur A2A} peut étre absorbé

dans AA3.

Il reste donc a comprendre le comportement des termes qui font intervenir les matrices

de densité a un et deux corps, Ff\l) et F(AQ). Pour cela, nous utilisons le théoreme 3.1.

Plus précisément, soit pp, le symbole inférieur de I'y sur F(P$) a I'échelle A défini
par (72). En appliquant (73), nous écrivons

09 VTR = 5 [ ) @ dunale) - 20T @, P 2P @, P
et
(99) AT, = /P ) {ul dyapa(u) = AP,

Dapres (68), TH) = PIVP et TH) = P2 P22, ce qui donne

Mg (e )T5V) = N (e ) PTYP] = Trs | (e5) [ fu) (ul diapa(w)] = Mis[(ei0) P
=Tty |(e) [, fu) (ul dura(u)] + 00N
(100) = [ (uw.ciu) dppau) + OOA)

et

_ 1
N Tro,l(67)PT] = 3 Tro0.s |(65)7 [ |u) (4] dupa(u)

— 2\ Trge, 5 [(e ) P2 (PTRAP) @4 P] — 202 Trge, 5 [(e; ) ¥2P ©, P

1 - J—
) /Pf) [(u, e, u) | dupa(u) — 22 Trge, 5[ (er )®2FE\1) ®s P] + O(A?A})

(101) =5 [, M dupau) + OO,
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Finalement, en insérant (100) et (101) dans (97) et en raisonnant comme dans (96)
pour controler la croissance de Trg[e; h™!], nous obtenons

N (AD(eR) — (A0 )rl?ey = [ [ ) = (G cie)| dpura(u) = CANL.

Finalement, en multipliant cette inégalité par @ > 0 et en intégrant sur R? nous
obtenons

)\2

5 |

w(k){|dT (e, ) — (AT (e, ))ro[*)r, dk > /Pjﬁ Dic(u) dpepa(u) — CAA]

avec Dy l'interaction renormalisée tronquée définie par (34). En insérant ceci dans (93),
nous obtenons

(102) AW, > /Pﬁ Dic(w) dppa(u) = CAN] = C(A+ [|[(1 = P)h™|e2)

ce qui donne une premiere borne inférieure pour le terme d’interaction.

Pour obtenir (65), nous rappelons que 1’état de Gibbs I'y associé a H) est I'unique
minimiseur de (62). Par conséquent,

Z(\)

—lo
& Zp(N)

= H(Tx, o) + A2Trg[W™ T

Gréace a I'inégalité de type Berezin-Lieb (76) et & la borne (102), nous pouvons écrire

— log

Z(\) 3 —1)12\1/14
> H, , + D —CAM, —CA+|[(1—P)h
ZO(/\) >H I(MPJ\ FP,0> /Pﬁ K(“) dMP,A(U) CA 1 C( H( ) HQﬁ)

ce qui donne, en utilisant le principe variationnel classique (63),

(103) —log 2((§)> > —log (/Pﬁ e Pr() dupp(u)) — O — CA+[|(1 = P)h~H3)/1

Afin d’estimer plus précisément la borne inférieure (103), I'idée consiste a comparer
le symbole inférieur pp avec p x la projection cylindrique de la mesure gaussienne i
sur P$), ou K = dim P$). Les deux mesures en question sont absolument continues par
rapport a la mesure de Lebesgue sur P$). Nous pouvons donc montrer le lemme suivant
(Lewin, Nam et Rougerie, 2021, Lemma 9.3).

LEMME 3.15. — Soit h > 0 un opérateur auto-adjoint sur § tel que Trg[h™2] < oo.
Alors,

(104) l1p0 = ol (poy < 2Trg [A2]AAG.

Remarque 3.16. — La preuve de ce résultat utilise les définitions explicites de djip i et
diipp, la forme précise de 'action de la localisation dans I'espace de Fock sur les états

quasi-libres (Lewin, 2011) et I'expression exacte de la fonction de partition Trg[e (7]

calculée dans Lewin, Nam et Rougerie (2015).
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Gréce a (104) et en utilisant ’hypothese que l'interaction (renormalisée) est positive,
nous pouvons écrire

/P . e P dpup o (u) < s e P dpg e (w) + [l — pro.re ()| 11 (psy)

< | e P dug pe(u) + 2C A3
P$

ce qui donne

Z(N) D (u
~log o5 > ~low ( /P P () + CAA;?) _ O
—CA+ (1= P)h™He2) /™
(105) > _log (/Pﬁ ¢~ D) duo,Km)) —OME — OO+ (1= PYh Y g2) .

Ensuite, nous remarquons que lorsque A — 0, A, = oo et cela implique K = dim P$ —
co. Par conséquent, Dy [u] converge vers D[u] dans L'(dug) et |[(1 — P)h™||e2 — 0.

En appliquant le théoreme de convergence dominée pour le premier terme, nous
déduisons

lim [P dpug () = [P dpg(u) € (0,1)

A—=0t J Py
et, en passant & la limite dans (105), nous obtenons la borne inférieure souhaitée
Z(A
(106) li)\rg(i)gf (— log ZO(()\))> > —log (/ eD(u)> = —log z.
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