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[D’apreés Logunov, Malinnikova, ainsi que Yau, Briining,
Donnelly—Feffermann, Hardt—Simon, .. .]

par Maxime Ingremeau

1. INTRODUCTION

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de dimension n, et soit A,
I'opérateur de Laplace—Beltrami sur M. On considérera ici les fonctions propres de cet
opérateur c’est-a-dire les fonctions ¢y € C?(M;R) vérifiant

(1) _AQSOA = A@ax.

Rappelons que, par régularité elliptique (), les solutions de (1) sont automatiquement
lisses, que les A pour lesquels il existe une solution non triviale de (1) forment une suite
de réels positifs tendant vers +oo, et qu'il existe une base orthonormale de L?(M)
formée de solutions de (1).

Si ) est une solution de (1), on définit son ensemble nodal comme
N(pr) ={z € M;p\ =0},

L’objet de cet exposé est de présenter des résultats récents de LOoGUNOV (2018a,b) sur
la fagon dont le volume N (p,) dépend de A. Avant de présenter ces résultats, rappelons
comment ce volume est défini.

Définition du volume des ensembles nodaux. — On définit I’ensemble singulier de @)
comme S(py) :={x € M; @\ =0,Vyp, = 0}. Par le théoreme des fonctions implicites,
I'ensemble N (p))\S(p») est une sous-variété de M de dimension n — 1. Cette sous-
variété est alors naturellement munie d’une structure riemannienne, et on peut définir
son volume

H™™ (N (p2)) 1= Vol (N (2)\S(22)).

Le lemme suivant, dii & CAFFARELLI et FRIEDMAN (1985), nous affirme que S(¢))
est un objet de dimension au plus n — 2 :

1. Dans une carte locale, ces fonctions sont solutions d’une équation elliptique, que nous rappellerons
au début de la section 3.
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LEMME 1.1. — Si @y est une solution de (1), alors il existe une famille dénombrable
(S;)jes de sous-variétés de M de dimension n — 2 telles que
S((,O)\) C U Sj.
jed

Ce lemme (que nous démontrerons dans la section 4.3) implique que H™ ! (N(¢y))
peut-étre vue comme la mesure de Hausdorff (n — 1)-dimensionnelle de N (¢,). Nous
n’utiliserons pas cette notion ici, et renvoyons le lecteur & FEDERER (1969) pour plus
de détails.

La conjecture de Yau. — Une question naturelle est celle de la dépendance de
H™ 1 (N(p,)) par rapport a A, en particulier quand A\ — +oc0. La conjecture suivante
a été faite dans YAU (1982).

CONJECTURE 1.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord. Il
existe des constantes c1(M, g), ca(M, g) > 0 telles que, pour toute fonction vy € C*°(M)
vérifiant —Agpx = Ay, on a

(2) (M, g)VA < H'H (N () < ea(M, g)VA.

Remarquons que cette les constantes ¢; et ¢y dépendent nécessairement de la variété :
la fonction sin(v/Az) est une fonction propre de valeur propre A sur R/(27Z) et sur
R/(2knZ), mais elle a k fois plus de zéros dans le deuxieme cas.

La conjecture de Yau ne disant donc rien sur les constantes c; et cg, I'inégalité (2)
n’est intéressante que dans la limite ot A — +o00. Elle donne donc des informations sur
les fonctions propres de grande valeur propre : on dit qu’il s’agit d’un résultat d’analyse
semi-classique.

Résultats précédents concernant la conjecture de Yau. — La conjecture 1.2 a été dé-
montrée dans DONNELLY et FEFFERMAN (1988) dans le cas ou (M, g) est analytique.

Lorsque la variété n’est pas analytique, la conjecture est encore ouverte. On dispose
de résultats plus précis en dimension n = 2. La borne inférieure a été prouvée par
Briining, et redécouverte par Yau, tandis que la borne supérieure est due &8 DONNELLY et
FEFFERMAN (1990), améliorant le résultat de NADIRASHVILI (1988). Une autre preuve
de la borne supérieure a été donnée dans DONG (1992).

THEOREME 1.3 (BRUNING, 1978 ; DONNELLY et FEFFERMAN, 1990)

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension 2 compacte sans bord. Il
existe ¢1,co > 0 ne dépendant que de la variété (M, g) telles que, pour toute fonc-
tion @y € C®(M) vérifiant —Ay o\ = Apa, on a

a VA< HY (N(9))) < e\

La preuve de la borne inférieure n’est pas tres compliquée, et nous la rappellerons
dans la section 2.2.
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Lorsque la variété (M, g) est de dimension n > 3 et n’est pas analytique, les résultats
connus avant les travaux récents de Logunov et Malinnikova étaient beaucoup moins
précis.

THEOREME 1.4 (HARDT et SIMON, 1989). — Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte sans bord. Il existe ¢ > 0 ne dépendant que de la variété (M, g) telle que, pour
toute fonction py € C°(M) vérifiant —Ay o\ = Ay, on a

H™ (N () < exV™,

THEOREME 1.5 (COLDING et MINICOZZ1, 2011). — Soit (M, g) une variété rieman-
nienne compacte sans bord. Il existe ¢ > 0 ne dépendant que de la variété (M, g) telle
que, pour toute fonction @y € C(M) vérifiant —Aypy = Apa, on a

(3) H™ (N () > A 5"

Ce résultat a été prouvé par COLDING et MINICOZZ1 (2011), puis retrouvé par des
méthodes tres différentes par HEZARI et SOGGE (2012) en améliorant les techniques
développées dans SOGGE et ZELDITCH (2011) puis HEZARI et WANG (2012), qui s’ins-
pirent d'une formule d’intégration par parties découverte dans DONG, 1992. Enfin, cette
borne a été retrouvée par STEINERBERGER (2014) par une méthode complétement dif-
férente, reposant sur ’équation de la chaleur.

Les résultats de Logunov et Malinnikova. — Récemment, la borne supérieure de DON-
NELLY et FEFFERMAN (1990) pour les surfaces a été légerement améliorée par LOGU-
NOV et MALINNIKOVA (2018).

THEOREME 1.6 (LOGUNOV et MALINNIKOVA, 2018). — Soit (M, g) une variété rie-
mannienne de dimension 2 compacte sans bord. Il existe co > 0 et B €]0,1/4[ ne dé-
pendant que de la variété (M, g) telles que, pour toute fonction @y € C°(M) vérifiant
léquation —Aypx = Apy, on a

H' (N (i) < exA¥/47.

Enfin, la borne inférieure optimale a été prouvée ) en toute dimension dans LoGU-
NOV (2018b), et une borne supérieure polynomiale en \ a été obtenue dans LOGUNOV
(2018a), améliorant ainsi grandement les estimées de HARDT et SIMON (1989) :

THEOREME 1.7 (LoGuNov, 2018a,b). — Soit (M, g) une variété riemannienne com-
pacte de dimension n, sans bord. Il existe c1,co > 0 ne dépendant que de la variété
(M, g), et a > 0 ne dépendant que de n, telles que, pour toute fonction oy € C*(M)
vérifiant Uéquation —Agzpx = Ay, on a

VA < H LN (02) < e,

2. En dimension 3, une borne inférieure de la forme A\, pour un « > 0 a aussi été obtenue dans
LocuNov et MALINNIKOVA (2018). Cet article a été publié en méme temps que LoGUNOV (2018b),
mais est beaucoup moins technique.
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Notons que, dans ce théoreme, la constante o (tout comme la constante § dans le
théoreme 1.6) n’est pas tres explicite, comme on s’en rendra compte dans la section 6.

Concernant I'attribution du théoréme 1.7, les remerciements des articles LOGUNOV
(2018a,b) indiquent que « This work was started in collaboration with Eugenia Ma-
linnikova who suggested to apply the combinatorial approach to nodal sets of Laplace
eigenfunctions. Her role in this work is no less than the author’s one. Unfortunately,
she refused to be a coauthor of this paper ».

Nous recommandons la lecture de 'article de synthese LOGUNOV et MALINNIKOVA
(2019b), dans lequel toutes les grandes idées des articles LocUNOV (2018a,b) et Lo-
GUNOV et MALINNIKOVA (2018) sont présentées avec beaucoup de clarté.

Les ensembles nodauz a travers les ages. — Si nous n’avons présenté ci-dessus que des
résultats récents concernant le volume de N(p,), 'étude des ensembles nodaux des
fonctions propres a une longue histoire.

En effet, les ensembles nodaux de fonctions propres (dans des domaines de R?) ont
pu étre observé expérimentalement par Chladni des la fin du XVIII eme siecle.

Un analogue de (2) en dimension 1 peut étre trouvé dans STURM (1836), ou il est
prouvé que, si ¥, est la n-iéme fonction propre ) d’un opérateur différentiel du second
ordre sur [a, b], alors 1), s’annule exactement n fois dans ]a, b|.

Enfin, I'un des premiers résultats mathématiques sur les fonctions propres est le théo-
reme de Courant, prouvé dans les années 1920, qui concerne le nombre de domaines
nodaux (c’est-a dire le nombre de composantes connexes de M\N(¢,)). Nous renvoyons
le lecteur & COURANT et HILBERT (1967) pour un énoncé et une preuve de ce théo-
reme, et au séminaire Bourbaki d’ANANTHARAMAN (2016) pour un compte-rendu des
résultats plus récents concernant le nombre de domaines nodaux des fonctions propres
(et, surtout, de combinaisons linéaires aléatoires de fonctions propres).

Autres résultats concernant les fonctions propres dans la limite semi-classique. —
Soit @y une famille de solutions de (1) sur M, telles que ||px|[z2(ar) = 1.

Nous avons vu que la conjecture de Yau est un résultat semi-classique, décrivant les
propriétés des fonctions propres @, lorsque A — 4o00. Il est remarquable que cette
conjecture ne fasse intervenir aucune des propriétés de (M, g), comme sa courbure, ou
les propriétés de son flot géodésique.

En effet, on peut se poser de nombreuses autres questions sur les propriétés semi-
classiques des ¢y, concernant le comportement des normes ||@x|/zr(ar), ou les limites
faibles des mesures de probabilité |¢,(x)|*dz (appelées limites semi-classiques) quand
A — +o00. Toutefois, la réponse a ces questions dépend en général fortement de la variété
(M, g), et, plus précisément, des propriétés du flot géodésique.

En fait, on dispose de théoremes (et de conjectures) beaucoup plus précis sur les
variétés de courbure négative. Nous ne discuterons pas ces propriétés ici, mais nous
renvoyons le lecteur 8 NONNENMACHER (2013) et ZELDITCH (2010) pour un panorama

3. La valeur propre associée est alors de 'ordre de grandeur de /n, par la loi de Weyl.
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des propriétés semi-classiques des fonctions propres en courbure négative, et & DYATLOV
et JIN (2018) et DyATLOV, JIN et NONNENMACHER (2019) pour des résultats récents
spectaculaires.

Notons que les propriétés des fonctions propres en courbure négative peuvent étre
utilisées pour améliorer les résultats connus sur les ensembles nodaux dans ce cadre. Par
exemple, dans HEZARI et RIVIERE (2016), les auteurs avaient amélioré légérement la
borne (3) pour certaines familles de fonctions propres en courbure négative, tandis que
dans HEZARI (2018a), 'auteur améliore légerement la borne supérieure du théoreme 1.7
pour ces mémes fonctions propres.

Nous renvoyons le lecteur & HEZARI (2018b) et ZELDITCH (2012) pour d’autres pro-
priétés des ensembles nodaux de fonctions propres pouvant étre établies en courbure
négative, et a NAZAROV, POLTEROVICH et SODIN (2005) et ROY-FORTIN (2015) pour
des propriétés de I’ensemble nodal pouvant étre établies en dimension 2.

Organisation de [’exposé. — Dans la section 2, nous rappellerons quelques propriétés
bien connues des valeurs propres et des fonctions propres du laplacien, et nous expli-
querons comment elles permettent de prouver la borne inférieure de la conjecture de
Yau en dimension 2.

Dans la section 3, nous expliquerons comment, au lieu de travailler avec des fonctions
propres du laplacien, on peut se ramener a travailler avec des solutions d’équations
elliptiques ne dépendant pas de la valeur propre . Nous formulerons alors un équivalent
du théoreme 1.7 dans ce cadre, en introduisant la notion d’indice de doublement d'une
fonction dans une boule.

Cette notion est tres liée a celle de fréguence d'une solution d’une équation ellip-
tique. Nous rappellerons la définition de cette notion dans la section 4, en énongant ses
propriétés de monotonie.

Enfin, les sections 5 et 6 contiendront les grandes idées de la preuve du théoreme 1.7.

Notations. — Dans tout cet exposé, si © € R", B(x,r) désignera la boule ouverte de
centre z et de rayon r dans R", tandis que si y est un point d’une variété riemannienne
(M, g), la notation By(y,r) désignera la boule ouverte de centre y et de rayon r pour
la distance induite par la métrique g.

Remerciements. — L’auteur tient a remercier A. Logunov pour ses encouragements,
ainsi que I. Moyano, N. Bourbaki, A. Rivera et J. Toulisse pour leur relecture attentive.
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2. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES VALEURS PROPRES ET
DES FONCTIONS PROPRES

2.1. La premiére valeur propre du Laplacien

Soit 2 C M un ouvert d’'une variété riemannienne de dimension n, avec un bord de
régularité Lipschitz. On note A\;(€2) la premiere valeur propre de 'opérateur de Laplace—
Beltrami dans €2, que ’on peut définir comme

2

A(2) = inf_ Jo|Vo/I* |ng21| =— inf Jo /8] ng2f'
recr@  Jolf| rec2@  Jo lf]
f=0 sur 0Q f=0 sur 9Q

Il est immédiat que si Q C ', on a A\ (') < A (Q).

Dans la suite, on aura besoin du fait que la premiere valeur propre du laplacien sur
une boule dans une variété se comporte comme la premiere valeur propre du laplacien
sur une boule euclidienne de méme rayon, lorsque le rayon de la boule tend vers zéro.

Notons j, = M(B(0,1)). Par un argument de changement d’échelle, on a
M (B(0,7)) =r~2j,.

On montre facilement, en écrivant le laplacien dans des coordonnées normales autour
d’un point, que

. 2 .
(4) l%r A (BQ(ZL“,T)) = Jn,
la convergence étant uniforme en x € M.

2.1.1. Domaines nodauz et \~/?-densité de I’ensemble nodal. — Si @ est une solution
de —Apy = A\p,, rappelons que I'on note N(p,) son lieu d’annulation. Les domaines
nodauz de ¢, sont les composantes connexes de M\N (¢, ). Ainsi, si 2 est un domaine
nodal, ) est de signe constant sur €2, et s’annule sur 9€2. On en déduit que

(5) A(Q) = A

Les équations (4) et (5) permettent de prouver le lemme suivant, qui fournit une
motivation pour la borne inférieure dans la conjecture 1.2.

LEMME 2.1 (A\~!/2-densité de I’ensemble nodal). — Il existe ¢ > 0 ne dépendant que
de (M, g) telle que, si @y est une solution de —Aypy = Apy, alors N'(p,) est 5 -dense

dans M (c’est-a-dire que tout point de M est a une distance au plus % d’un élément

de N(QO,\))

Démonstration. — Soit x € M\N (¢,). Notons ry(z) la distance de x a N (py). x est
alors de signe constant sur B,(z,7\(z)). Par conséquent, si Q) , est le domaine nodal
contenant z, on a By(z,7\(z)) C ., et donc

A= M) < Al(Bg (xm(:r))) < :i

pour un ¢ > 0 indépendant de x, ou la derniére inégalité découle de (4). [
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2.1.2. L’inégalité de Faber—-Krahn. — Il a été conjecturé par RAYLEIGH (1877) que
parmi les domaines de R™ de volume fixé, la boule est celle qui minimise A;. Ce résultat
a été prouvé indépendamment par FABER (1923), et KRAHN (1925).

L’inégalité de Faber—Krahn affirme donc que lorsque 2 C R™ est un ouvert ayant un
bord de régularité Lipschitz, si rq > 0 est tel que Vol(2) = Vol(B(0,7q)), on a

M(Q) = M(B(0,10)) = ro”jn-

. 2
Par conséquent, on a rq > (Af(”m> / , donc si V,, désigne le volume de la boule unité
dans R™, on a

(6) Vol(Q) >V, (A {7&2 ))"/2.

Ce résultat se généralise lorsque (2 est un ouvert d’une variété compacte (M, g) : il
existe ¢yy > 0 ne dépendant que de (M, g) telle que, pour tout 2 C M ouvert a bord
Lipschitz, on a

(7) Vol(€2) > earhi ()72

Nous renvoyons le lecteur & CHAVEL (1984, Chapitre IV) pour une preuve de ce fait.

Si © est un domaine nodal de ¢y, alors par (5), on a Vol(Q) > ¢y A2, Comme il
existe ¢, > 0 telle que Vol(Q2) < ¢},diam(2)", on en déduit le corollaire suivant (qui
peut aussi se déduire directement de (4) par un argument variationnel semblable a celui
du paragraphe précédent).

COROLLAIRE 2.2. — [l existe ¢ > 0 ne dépendant que de (M, g) telle que, si @y est une
solution de —Agypx = Apy et si Q est un domaine nodal de @y, alors diam(£2) > ﬁ

2.2. La borne inférieure dans la conjecture de Yau en dimension 2

Le lemme 2.1 et le corollaire 2.2 permettent de prouver la borne inférieure dans la
conjecture 1.2 lorsque n = 2.

COROLLAIRE 2.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension 2. Il existe
c > 0 ne dépendant que de (M, g) telle que pour toute vy vérifiant —Aypx\ = Apy, on a

H' (N(pr) = VA

Démonstration. — Etape 1 : Soit zo € M. On sait, par le lemme 2.1 qu'’il existe z; €
N () N B(xg, cA™Y2). 21 est alors au bord d'un domaine nodal €2, dont on sait par
le corollaire 2.2 qu’il a un diamétre supérieur a ¢ A~Y2. Ainsi, N(py) N B, (1, dA7Y?)
doit contenir une courbe de longueur au moins ¢/A~/2.

On a donc prouvé que pour tout point xg € M, By(xo, (c+c)A"Y2) NN (p,) contient
une courbe de longueur au moins ¢/ A~"/2.

Etape 2 : On utilise le fait suivant : il existe ny; € N, ne dépendant que de (M, g),
tel que, pour tout r > 0, on peut recouvrir M par un nombre fini de boules de rayon r,
de sorte que tout point de M soit dans au plus nj,; boules.
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Nous renvoyons par exemple au lemme 2 de COLDING et MINICOZZ1 (2011) pour une
preuve de ce fait, qui repose sur I'inégalité de Bishop—Gromov.

On applique ce fait pour r = (c+ ¢ )\/X Chaque boule contient une courbe de N, de
longueur au moins eA~"2, et chaque courbe est comptée au plus nyy fois. Le résultat
en découle. 0

Remarque 2.4. — La preuve précédente utilise tres fortement la dimension 2, via le fait
qu’'un ensemble de grand diametre a un grand périmetre. Ce fait est complétement faux
en dimension supérieure : un cylindre tres fin peut avoir un grand diametre, mais un
bord d’aire tres petite.

3. FONCTION PROPRES, FONCTIONS HARMONIQUES, ET
SOLUTIONS D’EQUATIONS ELLIPTIQUES

Le volume de I’ensemble nodal est une propriété locale des fonctions propres, au
sens otl, pour 'estimer, il suffit d’estimer le volume de I’ensemble nodal dans de petites
boules ®. Dans cette section, nous tirerons parti de ce fait, pour nous ramener a I’étude
de I'’ensemble nodal de solutions d’équations elliptiques dans R™.

3.1. D’une fonction propre a une fonction harmonique

On rappelle que dans une carte locale, 'opérateur de Laplace-Beltrami s’écrit comme

Af=—— % a(ylds0r),

9] 1<ig<n

ol |g| = | det(gi;)], et les g sont les entrées de I'inverse de g, ¢’est-a-dire qu'’ils vérifient
Y 97 g, = 0.
Ainsi, I'équation —A,f = Af se réécrit comme

(8) —div (A(2)V f(2)) = M/lgl(x) f(2),

ol A;; = /|glg” est une matrice symétrique positive dépendant de fagon lisse de z.

Une fonction propre du Laplacien est donc localement solution d’une équation ellip-
tique Lyf = 0, ou L, f = div(AVf) + )\\/Ef. On dispose de nombreuses propriétés
et estimées sur les solutions d’équations elliptiques; le probleme, ici, c’est que, I’équa-
tion dépendant de A\, les estimées dépendront toutes de A, d'une maniere pas toujours
explicite. On préférera donc travailler avec des solutions d'une équation indépendante
de A, grace a l'astuce suivante, due a LIN (1991).

4. Le nombre de domaines nodaux, en revanche, n’est pas une propriété locale, car travailler dans
de petites boules ne permet pas d’appréhender les grands domaines nodaux.
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DEFINITION 3.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n,
et soit py € C®(M) une solution de l’équation —Aypy = Ap.

On introduit alors la variété M = M x R, de dimension
d:=n+1,
munie de la métrique produit g, et on pose
(9) A1) = e My (@).
La fonction @ € C(M) vérifie alors
(10) A=, = 0.
Remarque 3.2. — Remarquons que, si N'(p,) est U'ensemble nodal de ¢y, alors I'en-

semble nodal de gy est N'(gy) = N(py) x R. Estimer le volume de A (¢, ) revient donc
& estimer le volume de N (gy) N (M x [—1,1]).

3.2. Les fonctions harmoniques comme solutions d’équations elliptiques

Si on travaille dans Bj(xo, R) en utilisant les coordonnées normales en xg, la fonc-
tion @y, vue dans cette carte, sera donc solution, dans B(0, R) C R¢, de

(11) div (A(z)V f(x)) = 0.
Ici, la fonction A(z) est une famille de matrices symétriques de taille d x d, telles que
(12) A(0) = 1d.

La matrice A dépend de fagon lisse, et donc lipschitzienne, de z € B(0, R), donc il
existe I' > 0 telle que, pour tous 1 <i,j < d et tous z,y € B(0, R), on a

(13) | Aij (2) = Ai(y)]| < Tl —yl.
De plus, les matrices A(x) sont définies positives, de sorte que p(zx) := <x‘ﬁf ) vérifie
(14) AT < p(z) < A

pour un A > 0 ne dépendant pas de z € B(0, R).

Remarque 3.3. — Les constantes I" et A apparaissant dans (13) et dans (14) dépendent
de facon lisse de xq, et il est donc possible de les borner par des constantes ne dépendant
que de la variété (M, g).
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3.3. Ensembles nodaux de solutions d’équations elliptiques

3.3.1. Une borne inférieure sur le volume des ensembles nodauzr. — L’équation (11)
doit étre vue comme une généralisation de I’équation Au = 0 dans R¢. Ses solutions
ne sont pas tout a fait des fonctions harmoniques dans R? mais elles partagent de
nombreuses propriétés des fonctions harmoniques.

Ainsi, pour comprendre ’ensemble nodal de ¢, et donc celui de ¢,, il est naturel
de commencer par s’intéresser a l’ensemble nodal des fonctions harmoniques dans une
boule.

La conjecture suivante a été faite dans NADIRASHVILI (1997).

CONJECTURE 3.4. — Il eziste une constante c(d) > 0 telle que, si u est une fonction
harmonique sur B(0,1) C R? vérifiant u(0) = 0, alors

H" {x € B(0,1);u(x) =0} > c(d).

Lorsque d = 2, la preuve de la conjecture est tres simple : une fonction harmonique
non identiquement nulle ne peut pas s’annuler sur une courbe fermée (sinon, elle serait
nulle dans le domaine délimité par cette courbe, et donc partout), et le lieu d’annulation
d’une fonction harmonique ne contient pas de points extrémaux (cela contredirait le
principe du maximum). Ainsi, le lieu d’annulation de u doit contenir une courbe allant
de 0 a 0B(0, 1), qui est donc de longueur supérieure a 1.

En dimension supérieure, la conjecture était ouverte, jusqu’au résultat de LOGUNOV
(2018a), qui étend le résultat de la conjecture aux solutions de (11).

THEOREME 3.5 (LoGuUNOv, 2018b). — Soit A(x) une famille de matrices symétriques
vérifiant (13) et (14) pour x € B(0,1). Il existe ¢ > 0 ne dépendant que de d, A et T
telle que, siu est une solution lisse de (11) vérifiant u(0) =1, on a

1

H*™' {2z € B(0,1);u(z) =0} > c.

Remarque 3.6. — Soit 0 < r < 1, A(z) une famille de matrices symétriques véri-
fiant (13) et (14) pour z € B(0,7), et u une solution lisse de (11) dans B(0,7). Alors,
par un argument simple de changement d’échelle, on a

H™ {z € B(0,r);u(xr) =0} > cr?".

3.3.2. Une borne supérieure sur le volume des ensembles nodaux. — On ne peut pas
espérer avoir un analogue de la conjecture 3.4, qui donnerait une borne supérieure
valable pour toute fonction harmonique. En effet, dans B(0,1) C R?, la fonction donnée
en coordonnées polaires par
f(r,0) = r™cos(mb)

est harmonique (c’est la partie réelle de la fonction holomorphe z — z™), et son lieu
d’annulation est de longueur 2m.

On voit donc que, le lieu d’annulation d’une fonction harmonique peut étre de volume
arbitrairement grand dans un voisinage d’un point, lorsque cette fonction s’annule a un
ordre élevé en ce point. Pour donner une borne supérieure sur le volume de 1’ensemble
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nodal d’une fonction harmonique, il nous faut introduire la notion d’indice de double-
ment d’une telle fonction, qui sera reliée a son ordre d’annulation, et, pour une fonction
de la forme (9), sera reliée a la valeur propre A.

DEFINITION 3.7. — Soit u une solution de (11) dans B(0, R), et soient x € B(0, R) et
r >0 tels que B(z,2r) C B(0, R). On définit l’indice de doublement de u dans B(x,r),
que l'on note N (z,r), par

No(z,r) = logQ( sup \u|) — logQ( sup |u|)

B(z,2r) B(z,r)

THEOREME 3.8 (LOGUNOV, 2018a). — Soit A(x) une famille de matrices symétriques
vérifiant (13) et (14) pour x € B(0,1). Il existe C > 0, R €]0,1] ne dépendant que
de d, A et T', et a ne dépendant que de d telles que, si u est une solution lisse de (11),
alors on a

H"™ ({x € B(0, R);u(z) = 0}) < CN,(0,1)*.

Ainsi, le volume de I’ensemble nodal d’une fonction harmonique croit au plus poly-
nomialement avec son indice de doublement dans une boule assez grande.

3.4. Ensembles nodaux des fonctions propres : preuve du théoreme 1.7

Dans cette section, nous allons expliquer pourquoi les théoremes 3.5 et 3.8 impliquent
le théoréme 1.7.

Preuve de la borne inférieure dans le théoréeme 1.7. — Par le lemme 2.1, on sait qu’il
existe ¢; > 0 tel que N(gy) est (c;A7Y2)-dense dans M. On peut donc trouver co A2
points z; tels que oy (z;) = 0 et que les boules B, (z;, csA~1/?) sont disjointes, ot ¢y et c3
ne dépendent que de (M, g).

Il suffit donc de montrer que, pour tout 7,
(15) H" ' (N (pa) N By(zi, esA71?)) > A0-/2,

On considere la fonction ¢, comme dans la définition 3.1, que 1’on regarde dans une
carte locale dans une boule Bgn+1((z;,0), csA~'/?). La fonction ainsi considérée vérifie les
hypotheses de la remarque 3.6, de sorte que son domaine nodal est de volume > ¢, A~"/2.
En utilisant la remarque 3.2, on en déduit facilement (15). O

Pour appliquer le théoreme 3.8, il nous faut estimer 'indice de doublement d’une fonc-
tion propre. Celui-ci est donné par le théoréme suivant, di &8 DONNELLY et FEFFERMAN
(1988). Bien que l'article DONNELLY et FEFFERMAN (1988) traite de la conjecture de
Yau sur les variétés analytiques, ce théoreme y est prouvé pour des variétés rieman-
niennes lisses.
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THEOREME 3.9 (DONNELLY et FEFFERMAN, 1988). — Soit (M, g) une variété rie-
mannienne compacte. Il existe o, C > 0 telles que, si py € C*°(M) est une solution de
I’équation —Agp\ = Apy, on a, pour tout x € M et tout 0 <r <1

(16) sup |pa| SZC‘& sup |pal.
Bg(x,2r) By(z,r)

Ce théoreme ne peut pas étre prouvé par des arguments locauz : localement, une
fonction propre est juste une solution d’une équation elliptique dans R", et celles-ci
peuvent avoir un indice de doublement arbitrairement élevé (comme R(z™) dans le
plan).

La preuve originelle de ce théoreme fait appel a des estimées de Carleman assez
compliquées. Cette approche a été grandement simplifiée dans JERISON et LEBEAU
(1999), a l'aide des fonctions @, de la définition 3.1, auxquelles on peut appliquer des
estimées de Carleman usuelles. (Le lecteur intéressé pourra consulter ZWORSKI (2012,
§ 7) pour une introduction aux estimées de Carleman).

Toutefois, comme il a été remarqué dans LIN (1991) il est aussi possible d’obtenir une
preuve beaucoup plus simple que celle de DONNELLY et FEFFERMAN (1988), n’utilisant
pas d’estimées de Carleman, en appliquant aux fonctions @, les résultats de monotonie
de la section 4.2 ci-dessous. Nous ne décrirons pas cette preuve ici, et nous renvoyons
le lecteur intéressé & LOGUNOV et MALINNIKOVA (2019a, § 2) ou & HAN et LiN (2013,
Chapitre 6.1).

Expliquons maintenant comment obtenir la borne supérieure du théoreme 1.7.

Preuve de la borne supérieure dans le théoreme 1.7. — La encore, on considere la fonc-
tion @, de la définition 3.1. On recouvre M x| — 1,1[ par un nombre fini de boules
suffisamment petites pour appliquer le théoreme 3.9. Dans chacune de ces boules, @,
vérifie les hypotheses du théoréme 3.8, avec un indice de doublement (dans une boule
plus grande) borné par C’ VA par le théoreme 3.9. On en déduit que

HY ({x € Mx] — L 1[}) < "X,

et le résultat découle par la remarque 3.2. O

La notion d’indice de doublement est essentielle pour prouver le théoreme 3.8, mais
aussi pour le théoreme 3.5. Nous utiliserons en particulier une propriété de quasi-
monotonie des indices de doublement, que nous présenterons dans la proposition 4.7
ci-dessous. Cette propriété provient de propriétés de (quasi-)monotonie d’une autre
quantité, la fréquence d’'une solution d'une équation elliptique.

Nous conseillons au lecteur impatient de sauter la section suivante, a I’exception de
I’énoncé de la proposition 4.7 et de la section 4.5, qui contiennent les seuls résultats que
nous utiliserons dans la suite.
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4. MONOTONIE DE LA FREQUENCE ET DE L’INDICE DE
DOUBLEMENT

4.1. Fréquence de fonctions harmoniques dans R

Soit u une fonction harmonique non identiquement nulle sur B(0, R) C R% Pour tout
r €]0, R[, on définit la fréquence de u dans B(0,r) par

Par la formule de Green, on a

1
/ |Vul? = —/ ulAu + udyt = = On|ul?.
B(0,r) B(0,r) dB(0,r) 2 JoB(o,r)

En passant en coordonnées sphériques, on voit facilement que

1
/ Oplul? = r¢=1o, —/ lul? ) .
dB(0,r) rd=1 Jap(or)

Par conséquent, si on note

1
H,(r)=—— 2
(r) ri=1 JaB(or) [ul
rH, (r)
on a fB,(r) = 2H,(r)
Le résultat suivant est di & AGMON (1966), et ALMGREN JR. (1979). Une preuve
peut étre trouvée dans le livre HAN et LIN (2013, § 2.2).

THEOREME 4.1. — Soit u une fonction harmonique sur B(0, R) C R?. Alors la fonc-
tion |0, R[> r +— B.(r) est croissante.

De maniere équivalente, ’application r +— log(H,(e")) est convexe. Ce résultat peut
étre vu comme un analogue, pour les fonctions harmoniques, du théoreme des trois
cercles de Hadamard pour les fonctions holomorphes ).

Nous allons maintenant donner un analogue de ce résultat pour les solutions d’équa-
tions elliptiques plus générales.

5. Rappelons I'énoncé de ce théoréme classique : Soit f une fonction holomorphe sur B(0, R) C C.

Pour tout r €]0, R[, notons M (r) :== sup |f(z)|. Alors r — log M (e") est une fonction convexe.
z€0B(0,r)
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4.2. Fréquence des solutions d’équations elliptiques

Soit R > 0, et A(z) une famille de matrices symétriques de taille d x d, telle que
A(0) = Id, vérifiant (13) et (14).
Soit u € C*°(B(0, R)) une solution de (11). On définit

()= [ )P (@)

L) = [, o {A@Vu(e), u(a),

ou u(x) est comme dans (14).

Une preuve du théoreme suivant peut étre trouvée dans LOGUNOV et MALINNIKOVA
(2019a, § 2.1). Ce résultat est une variante du résultat de GAROFALO et LIN (1986).
Nous renvoyons aussi & MANGOUBI (2013), pour un résultat plus précis et une preuve
plus simple que celle de GAROFALO et LIN (1986).

THEOREME 4.2. — Soit R > 0, et A(z) une famille de matrices symétriques véri-

fiant (13) et (14) pour x € B(0, R). Il existe C' > 0 ne dépendant que de d, R, A et I’

telle que, pour toute solution u de (11), la fonction |0, R[> 1 +— eCr% est croissante.

Comme précédemment, on définit la fréquence de u dans B(0, R) par

o rH! (r)
Bulr) = OH,(r)

Un calcul simple, mais un peu long, (voir LOGUNOV et MALINNIKOVA, 2019a, § 2.1)
montre que

r1,(r)
PO =0

On déduit facilement de ce fait et du théoreme 4.2 la propriété suivante de quasi-

+O(r)

monotonie de [3,,.

COROLLAIRE 4.3. — Soit R > 0, et A(x) une famille de matrices symétriques véri-
fiant (13) et (14) dans B(0, R). Soit € > 0. I existe 0 < Ry < R tel que, pour tout
0 <71 <719 < Ry, et toute solution u de (11), on a

Bu(rl) S (1 + 5)6u<7ﬂ2>‘

On a
H, (e ,
(17) Hugzhi = exp (2 /Tl2 /Bu(er)dr> ’
d’ott I'on tire facilement que
(18) <702)2ﬁu(7‘1)(1€) < Hu(TQ) < (7a2>2,3u(r2)(1+5)
" Hu(rl) 1

pour 71, ro assez petits.
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COROLLAIRE 4.4. — Soit u une solution de (11) telle que pour tout N € N, on a
Hy(r) =0(rN). Alors u=0.

En particulier, si u est une solution lisse dont les dérivées de tout ordre s’annulent
en zéro, alors u = 0.

Démonstration. — Supposons par ’absurde que u n’est pas la fonction nulle. Alors, par
le principe de prolongement unique, u ne peut pas s’annuler sur un ouvert non vide.
Par (18), on a pour tout r < ry :
7\ 2Bu(ro)(1+e)
H.(r) = (o) ()

ce qui est absurde. [

Remarque 4.5. — PLIS (1963) a montré que le corollaire 4.4 était faux lorsque z — A(x)
n’est pas Lipschitz, mais seulement a-Hoélder, pour n’importe quel « €]0, 1[.

4.3. Structure de I’ensemble singulier

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension d, et soit ¢ une solution lisse de
I’équation
Agp = 0.
Notons S(¢) := {z € M;¢(z) = |Vyp(z)| = 0}. Le résultat suivant a été prouvé pour
la premiére fois dans CAFFARELLI et FRIEDMAN (1985), et implique immédiatement le
Lemme 1.1.

PROPOSITION 4.6. — [l existe une famille dénombrable (S;) de sous-variétés de M de
dimension d — 2 telle que

Démonstration. — Par le corollaire 4.4, on sait que toutes les dérivées de ¢ ne peuvent
pas s’annuler en un point. Notons u € C*°(B(0, R)) I'image de ¢ dans une carte locale.
L’équation satisfaite par u se réécrit comme

d

(19) > aii(2)0;julz) + ) bi(x)du(z) =0,

1<i,j<d i=1

ot les fonctions a; ; et b; sont lisses, et il existe ¢ > 0 tel que, pour tout £ € R? et tout
x € B(0,R), on a

(20) > aig(@)[Eff = cl¢f.
1<i,j<d
Soit x € B(0, R). On définit 'ordre d’annulation de u en x, noté O(z), comme 'entier
tel que on a 9%u(x) = 0 pour tout multi-indice 5 € N? tel que |8] < O(z), et tel qu'il
existe 8/ € N? avec |3'| = O(x) tel que 9% u(x) # 0.
On sait que seul un nombre fini de dérivées de u peuvent s’annuler en un point. Ainsi,
on a S(u) = Upse Sj(u), ou S;(u) := {z € B(0, R); O(z) = j}.
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Montrons que, pour tout j > 2, S;(u) est contenu dans une sous-variété de B(0, R)
de dimension d — 2. Soit 7y € S;(u). Par hypothése, il existe @ € N avec |a| = j — 2
tel que, si U'on note v = 9*u, on a &?v(xg) # 0. En appliquant 9% a (19), et en évaluant
en xg, on obtient
(21) > aij(20)0iv(z0) =0,

1<i,j<d
car toutes les dérivées d’ordre < |a| + 1 de u s’annulent en xy par hypothese.

Quitte a faire un changement linéaire de coordonnées, on peut supposer que la hes-

sienne (0%v(zp)) est diagonale. Par hypothese, elle posséde au moins une valeur propre

non-nulle. Notons Aj, ..., A\ ses valeurs propres, avec A\; # 0. L’équation (21) se réécrit
alors

(22) > a(i); =0,

avec les a(j) tous strictement positifs grace a (20). I doit donc exister une autre valeur
propre (par exemple, Ay) qui est non nulle. On a alors

681?,7:()\1,0,...,0), 8821):(0,/\2,...,0).

Par le théoreme des fonctions implicites, on en déduit que, dans un voisinage de xq,
{01v = Orv = 0} est une variété de dimension d — 2. Cette variété contient S;(u) dans
un voisinage de x(, d’ou le résultat. O]

4.4. Quasi-monotonie pour les indices de doublement

Rappelons que, lorsque u est solution d’une équation de la forme (11), les estimées
elliptiques usuelles permettent d’estimer son supremum sur une boule par sa norme L?
sur une spheére un peu plus grande. Plus précisément, si A(x) vérifie (13) et (14) pour
x € B(0,1), et si € > 0, alors on peut trouver C; ne dépendant que de d, A, I et ¢ telle
que, pour toute solution u de (11), tout z € B(0, 1) et tout r > 0 tel que B(z,r(1+4¢)) C
B(0,1), on a

H(r(1l
(23) sup uf? < ¢, FrLEE)
0B(z,r) r

tandis qu’on a trivialement 1’'inégalité opposée
H{(r)

rd—1

(24) <Oy sup |ul’.

0B(z,r)

En combinant (23), (24) et le corollaire 4.3, on peut obtenir le résultat suivant. Nous
renvoyons le lecteur & LOGUNOV (2018a, § 7) pour une preuve. Rappelons que l'indice
de doublement N, a été introduit dans la définition 3.7.

PROPOSITION 4.7. — Soit A(x) une famille de matrices symétriques vérifiant (13)
et (14) pour x € B(0,1), et soit e > 0. Il existe C' > 0 ne dépendant que de d, A, T" et €
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telle que, pour toute solution u de (11), pour tous x € B(0,1), p > 0 et t > 2 tels que
B(x,tp) C B(O,l), on a

sup |ul
(25) t/\/—u(fbyp)(lfé‘)*c S M < tNu(xatP)(1+€)+C

sup |u| ~
B(z,p)

Remarquons que, si u est une fonction C*°, alors lin% N, (z,r) est I'ordre d’annulation
r—

de u en x. En particulier, si u(x) # 0, alors I'ordre d’annulation sur une petite boule
centrée en x ne sera pas tres grand. En fait, grace aux inégalités de Harnack, les indices
de doublement sont bornés sur toutes les boules ou u est de signe constant, comme le
dit la remarque suivante.

Remarque 4.8. — Si u vérifie (11) dans Q C R? et u > 0 dans 2, alors pour tout
w € Q, il existe C' = C(w, 2, T, A) telle que, pour tous z,y € w, on a
1

5%(2/) <u(z) < Cu(y).

4.5. Un résultat de continuation unique qualitative

Nous avons utilisé précédemment le principe de continuation unique pour les équa-
tions de la forme (11), qui affirme que si une solution est nulle sur un petit ouvert,
alors elle doit étre nulle partout. Nous avons vu un raffinement de ce principe dans le
corollaire 4.4.

Une autre direction généralisant le principe de continuation unique est la continuation
unique quantitative, dont le principe général est que, si une solution de (11) est tres
petite sur un ensemble assez grand, alors elle doit étre petite partout. Nous renvoyons
le lecteur & LOGUNOV et MALINNIKOVA (2019a) pour un panorama historique des
résultats concernant la continuation unique quantitative, et pour des résultats plus
récents.

Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant qui affirme que, si une solution
d’une équation elliptique est petite ainsi que son gradient sur une face d’un cube, alors
elle sera petite sur tout le cube.

Si Q C R? est un cube et si 7 > 0, nous noterons 7@ le cube de mémes centre et
axes, et de rayon r fois plus grand.

PROPOSITION 4.9. — Soit A(x) une famille de matrices symétriques vérifiant (12),
(13) et (14) pour z € [—1,1]%

1l existe o ne dépendant que de d, et ro,C > 0 ne dépendant que de d,I', A, tels que
pour tout 0 < & < 1, si q est un cube de coté r inclus dans [—rg,10]¢, dont on note F
l'une des faces, siu est une solution de (11) vérifiant |u| < 1 sur q et |u| < e sur F et
|Vu| < £ sur F', alors on a

sup |u| < Ce”.

iq
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Bien entendu, supposer que (12) est vérifié n’est pas contraignant : il suffit de faire
un changement linéaire de coordonnées (et de modifier en conséquence la définition de
ce qu’est un cube. . .).

Ce résultat peut étre prouvé par des estimées de Carleman (voir le lemme 4.3 de LIN
(1991) pour un résultat un peu plus faible), ou en utilisant la monotonie de la fréquence
(voir le théoreme 1.7 de ALESSANDRINI et al. (2009) pour un résultat un peu plus fort).

5. COMBINATOIRE SUR LES INDICES DE DOUBLEMENT

Dans toute cette section, A(z) sera une famille de matrices vérifiant (13) et (14)
dans B(0, Ry) C RY, u sera une solution de (11) dans B(0, Ry) C R?, et, sauf mention
du contraire, toutes les constantes qui apparaitront par la suite ne dépendront que
de I', A, Ry et d. Nous omettrons donc souvent de noter I'indice v dans les indices de
doublement N, (x, 7).

Si Q C R? est un cube, on définit I'indice de doublement de () comme

N(Q) := sup  N(z,r).
zeQ,r<diam(Q)

Le but de cette section est de montrer que, méme si l'indice d’un cube est grand, il
existe de nombreux sous-cubes dont I'indice est plus petit.

Pour montrer de tels résultats, nous commencerons, dans la section 5.1, nous éta-
blirons des propriétés d’additivité des indices de doublement, au sens ou, s’il existe
suffisasamment de boules ot les indices de doublement sont grands, alors il existera une
boule ou l'indice de doublement sera encore plus grand. Ce principe se déclinera sous
la forme de deux lemmes, le lemme du simplexe et le lemme de I'hyperplan.

Munis de ces propriétés d’additivité, nous partirons dans la section 5.2 d’'un grand
cube d’indice de doublement N, que nous découperons en nombreux petits cubes, et
nous montrerons que la plupart des petits cubes doivent avoir des indices de doublement
plus petits.

5.1. Les lemmes du simplexe et de ’hyperplan

Le lemme du simpleze. — Soient x1,...,Tqs1 les sommets d'un simplexe S dans R,
que I'on suppose non dégénéré, et soit xq le barycentre de ces points. On note diam(S)
le diametre de S, et lar(S) la largeur de S, c’est-a-dire la distance minimale entre deux
hyperplans entre lesquels S est contenu. On définit la largeur relative de S par

lar,q(S) = dliZin(i;)'

Soit a > 0 tel que lar,(A) > a.
Nous utiliserons le lemme suivant, qui est illustré par la figure 1, et qui ne repose que
sur de la géométrie euclidienne élémentaire.
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B(x3, p)

FIGURE 1. La situation du lemme 5.1 (i)

B(xy, Cdiam(K))

FIGURE 2. La situation du lemme 5.2

LEMME 5.1. — (i) Il existe ¢y > 0 et K > 2/a, ne dépendant que de d et de a, tels
que, si p = Kdiam(S), on a B(zg, p(1+ ¢1)) C UL B(24, p).

(ii) Soit p > 0. Pour tout t assez grand, il existe 6(t) tel que 0(t) ST 0 et pour
chaque i, on a B(z;, pt) C B(xo, pt(1 4 0(t))).

On peut déduire du résultat précédent et de la proposition 4.7 le lemme du simplexe
suivant, qui est illustré par la figure 2 :

LEMME 5.2 (Le lemme du simplexe). — Soit K > 2/a comme ci-dessus, et soient
r1,...,7qr1 des rayons dans }0, %diam(S)[. Il existe des nombres positifs ¢ = c(a,d),
C = Cla,d) > K, Ry = Ri(T',A,d,a,Ry) < 1, Ny = No(T',A,d,a, Ry) tels que, si
S C B(0,Ry) et si, pour tout i = 1,...,d+ 1, on a N(x;,r;) > N pour un N > Ny,
alors N (zg, Cdiam(S)) > N(1 + ¢).
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Idée de la démonstration. — Pour simplifier les notations dans la preuve, nous suppo-
serons que (25) est vérifiée pour € = 0, C' = 0, de sorte que

Sup [ul
sup \U!
B(z,R)
On a donc N (z;, Kdiam(S)) > N pour chaque i, et on peut donc multiplier tous
les r; par un facteur pour les rendre tous égaux a p = Kdiam(95).
Notons M := sup {|u(z)|;x € U; B(zs, p)}. En appliquant (26) et le point (i) du
lemme 5.1, on a

. sup u
11+ 3(1)) o) B(mo,pt<1+6<t)>>| |
1+ C1 sup |U| .

B(zo,(14c1)p)

Dans le membre de droite, le numérateur est supérieur a
supf u(w)liz € U Bai. pt) ) > MY,

par (26) et par définition de N. Quant au dénominateur, il est supérieur & M par le
point (i) du lemme 5.1. On a donc

> N,

No,pt(14+5)) l(l +0(1))

N(zo,pt(1+6(t)))
1 —f- C1 ]

N (zo,pt(1+6(t .
En prenant ¢ assez grand, on peut se débrouiller pour que [%} (ro.pt1+0)) soit
de la forme ¢~V @o.rt(1+0(1)) pour un ¢ > 0, d’ou on tire le résultat. O

Le lemme de ’hyperplan. — Soit Q = [—R, R]? C B(0, Ry) un cube. Si A € N, on
partitionne Q en (2A+1)¢ cubes disjoints de cote 2A+1, que 'on note (ql )ZeIA, ouly =
{1,...,(24 + 1)4}. Notons Ips = {z e ;" n{zg =0} # @}, de sorte que |Ip 4| =
(24 +1)%1 .

LEMME 5.3. — Il existe Ay ne dépendant que de d, et Ny et Ry tels que, pour tous
A> Ay, N > Ny, R < Ry, le résultat suivant soit vrai.

Supposons que pour tout i € Iy 4, il existe x; € q; et un r; < 10diam(g;) > N tel que
N(zi,r;) > N. Alors N(Q) > 2N.

Moralement, le lemme nous dit que si I'indice de doublement de tous les petits cubes
10¢;, @ € Iy 4 est plus grand que N, alors I'indice de doublement de @) sera plus grand
que 2N.

Idée de la preuve. — Sans perte de généralité, on peut supposer que () est le cube unité
(par un changement d’échelle), et que |u| < 1 sur Q. Par la proposition 4.7, on peut
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montrer que pour chaque ¢ € Iy 4, la fonction u est petite sur 2¢;, au sens ou on peut
trouver des constantes ¢, C' > 0 ne dépendant que de d, A, I", Ry telles que

sup Ju| < CA™N,

2q;

Par des estimées elliptiques usuelles, on obtient une estimée similaire pour sup |Vul.
qi
Ainsi, la fonction u et son gradient sont plus petites que € := CA~N sur I’hyperplan

{x4 = 0}. On peut alors appliquer la proposition 4.9 pour en déduire que |u| < C’A=¢N
sur un cube ¢ de c6té r ne dépendant ni de A, ni de N. En appliquant la borne inférieure
dans (25), on en déduit facilement qu’il existe une boule incluse dans ¢ ayant un indice
de doublement supérieur a ¢’ Nlog A, d’ou le résultat en prenant A assez grand. O]

5.2. Découper des cubes

DEFINITION 5.4. — Soit Q = [-R, R]* C R un cube, et A € N. Si k >0, on introduit
I% ={(iy,...,ir)}, o lesij € In = {1,...,(2A+ 1)¢}. On définit les cubes qﬁQlk de
maniere inductive : les qu’Q sont définis comme dans le paragraphe précédent le lemme

5.3, puis, st q{?’,%k a été défini, on le partitionne en (2A + 1) cubes disjoints de coté

2R ’ AR
vy que Lon note (a5 iy Jirela-
Le lemme suivant est une conséquence du lemme de I’hyperplan.

LEMME 5.5. — Soite > 0. Il existe A} = A,(d, €) et Ry, Ny tels que, si Q = [-R, R]¢ C
R? avec R < Ry, et si N > max (Ny, N(Q)), alors

N
{i€ iV > T} < ear

Démonstration. — Soit N > max (Np, N(Q)). Par le lemme 5.3, on sait qu’il existe au
moins un i € Iy 4 tel que NV (qAO’R> < %

(2
Notons M;, le nombre d’éléments de I% tels que le cube qﬁ’,?’- intersecte {xg = 0} et

Tk
a un indice de doublement supérieur a N/2.
Si N (qﬁQ%) < %, alors pour tout ix1 € I4, ona N (qﬁi%imkﬂ) < %
De plus, par le lemme 5.3, parmi les sous-cubes d’un cube intersectant {z; = 0}, au
moins un a un indice inférieur & N/2 (voir la figure 3).
On obtient donc que M1 < M, ((QAO + 141 — 1), et, par conséquent,

k
k 1
M < ((2Ao + 1)t - 1) = <1 — )d_1> (240 + 1)*ED,

(24, + 1

k
En prenant k suffisamment grand pour que (1 — W) < g, et en prenant 2A4; +

1 = (24 + 1)k, on obtient le résultat. O

Le lemme précédent n’estimait que le nombre de cubes ayant un grand indice de
doublement pres de I'hyperplan {z4; = 0}. En combinant ce lemme avec le lemme du
simplexe, on peut déduire le théoreme suivant.
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k=0 k=1 k=2

FIGURE 3. La construction itérative utilisée dans la preuve du lemme 5.5. Les
cubes d’indice de doublement inférieur & N/2 sont en gris clair, les autres sont
en gris foncé.

THEOREME 5.6. — Il existe ¢ > 0, A = A(d), Ny, Ry tels que, pour tout cube Q C
B(0, Ry), on a le résultat suivant.
Si on partitionne QQ en A" sous-cubes égauzx, alors le nombre de sous-cubes ayant un
N(Q)

indice de doublement supérieur a max (ﬁ’ N0> est inférieur a %Ad_l.

Choisissons A; € N assez grand pour que le lemme 5.5 s’applique pour € = Gd%'

On introduit les mémes notations que dans la définition 5.4. La constante ¢ > 0 étant
fixée, on dira qu'un cube ¢ C @ est mauvais si N(q) > %, et on dira que ¢ est bon
autrement.

Le théoreme découle alors du lemme suivant.

LEMME 5.7. — Soit ¢ > 0 suffisamment petit. Il existe kqo tel que, pour tout k > ko et
tous iq,...,i € Ifh, on a

Hik_H S IA1; qA27Q est mauvais H S ;(2/11 + 1)d_1-

U1 yeeey kst 1

Preuve que le lemme 5.7 implique le théoreme 5.6. — Notons M, le nombre de mau-
vais cubes parmi les qﬁQQlk On déduit du lemme 5.7 et du fait que les sous-cube d’un
bon cube sont toujours bons que, pour tout k > kg, on a My, < %(2A1 + 1) My, et
donc que My, < My, it (2A; + 1)@-DE=k0) En prenant A = (24, + 1)~ pour k
assez grand, on obtient bien le résultat voulu. O]

Avant de prouver le lemme 5.7, introduisons quelques notations.
Si g C @ est un cube et ¢ > 0, on introduit 'ensemble des mauvais points de ¢

N(Q) } |

1+c

B(q) = {.7: € ¢;3Ir € 10, diam(q)[; N (x,7) >

Ainsi, ¢ est mauvais si et seulement si B(q) # (). Si ¢ est mauvais, on définit alors

ar(q) == m.
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P-

FIGURE 4. Tous les mauvais points de ¢ sont compris dans un voisinage de
I’hyperplan P, entre P; et Ps. Les mauvais sous-cubes de ¢ sont donc tous
inclus dans des mauvais sous-cubes de ¢ intersectant P. Chaque sous-cube
de ¢ intersecte au plus 2¢ sous-cubes de §.

LEMME 5.8. — Pour tout ¢ > 0, il existe kg € N, cqg > 0 tels que si k > kg, ¢ < cq,
alors pour tous iy, ...,1 € Iffh, on a

~ a4

lar (qlllQ“) < /.
Démonstration du lemme 5.8. — On utilisera le fait suivant de géométrie euclidienne :
il existe une constante ¢(d) ne dépendant que de d telle que, pour tout ensemble F' C ¢,

on peut trouver un simplexe S C F tel que lar(S) > ¢(d)lar(F).

lar(q) lar(S)
2¢(d) — 2diam(q)’

On applique ce fait & F = B(q), et on pose a :=
lar(S) > a, et diam(S) > a - diam(q).

Pour chaque sommet x; € S, on peut trouver un rayon r; < diam(g) < +diam(S)

de sorte que

tel que N (xj,7;) > M9 On peut alors appliquer le lemme 5.2 au simplexe S, avec

1+c
N = % . On obtient qu’il existe des constantes ¢y et Cy ne dépendant que de a, donc

que de lar(gi,....i, ), telles que N (zo, Codiam(S)) > L N(Q), olt 2o est le barycentre

du simplexe S.
Si ¢ < ¢g, on en déduit que N (zg, Codiam(S)) > N(Q), ce qui est absurde dés que
Codiam(S) < diam(Q), et donc deés que k est assez grand, car diam(S) < 3 *diam(Q).
[
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Démonstration du lemme 5.7. — Pour alléger les notations, nous noterons ¢ a la place
de qﬁlQZk dans cette preuve.

Par le lemme 5.8, quitte a prendre k assez grand et ¢ assez petit, on peut supposer
que lar (¢q) < ﬁ.
sont inclus dans un voisinage de taille
4 >3
T+c ~ 4

On construit alors un cube ¢ dont I'une des faces est parallele a P, dont le centre
est sur P N g (voir la figure 4), et dont le ¢oté est 10v/ddiam(qg). On a alors ¢ C g.
On divise ¢ en (24; + 1) sous-cubes, notés (cji)iefAl, et on note Iy 4, I'ensemble des

sous-cubes de ¢ intersectant P. On a alors

Blg)c U &

iEIo,Al

Ainsi, il existe un hyperplan P tel que tous les mauvais points de ¢
ﬁ de P. On supposera aussi ¢ assez petit
pour que

Comme, de plus, chaque chaque g; intersecte au plus 2¢ G, on a

{i € I4,]g; est mauvais}| < 24 H] € Ioa,|N(q;) >

T2

Le cube ¢ n’est pas nécessairement inclus dans (), mais il est toujours dans un petit
voisinage de (), de sorte qu’on peut montrer, a partir de la proposition 4.7 que pour k
assez grand,

N(@) < N(Q)
On a alors
, L (®) . -y o 2N()
J € IO,A1|N(QJ) > 1+c SSRWAS IO,Al‘N(qJ) > 3(1 —|—C)

< |{J € Io.,|N(q;) > Nf)}‘

On peut alors appliquer le lemme 5.5, en se rappelant que € = 6-¢"!, pour obtenir
]{ j € Ioa|N@G) > @}\ < 691491 < 274124, + 1)1, don
1
[{i € 14,|q; est mauvais}| < 5(2141 + 1)
et le résultat suit. O

Le théoreme 5.6 est tout ce dont nous avons besoin pour prouver le théoreme 3.8.
Toutefois, pour le théoreme 3.5, nous aurons besoin du raffinement suivant :

PROPOSITION 5.9. — [I existe c1,c5,C > 0 et By € N ne dépendant que de d, ainsi
que Ny, R tels que, pour tout cube Q@ C B(0, R3), on a le résultat suivant : pour tout
B > By, pour toute solution u de (11), on a

27)  [{i € Is N (g?) < max (N,(Q)27 5P/ s 58 Ny) || < B,

)
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Nous ne prouverons pas cette proposition, et renvoyons le lecteur a la section 5 de
LoGguNov (2018b). L’idée de la preuve est d’itérer de nombreuses fois le résultat du
théoréme 5.6. A chaque nouvelle étape, une proportion d’au moins 1 — i des cubes voit
son indice de doublement multiplié par au plus l%rc, s’il n’est pas déja inférieur a Nj.

On remarque que si, a chaque étape, une proportion d’exactement 1 — i des cubes
voyait son indice de doublement multiplié exactement par ﬁ, alors le nombre de cubes
a I'étape n ayant un indice de doublement valant N (Q)(1+c)~* serait exactement décrit
par une loi binomiale. L’inégalité (27) doit donc étre rapprochée d’une estimée sur la

queue de la loi binomiale.

6. DES INDICES DE DOUBLEMENT AUX ENSEMBLES NODAUX

6.1. Une borne supérieure polynomiale

Nous allons maintenant prouver une proposition qui implique immédiatement le théo-
reme 3.8.

PROPOSITION 6.1. — [l existe o > 0 ne dépendant que de d, ainsi que Ry tels que pour
tout cube Q@ C B(0, Ry), on a

H& ({u =0} N Q) < Cdiam®(Q)N,(Q)°.

Démonstration. — Prenons ¢, Ry, Ny et A comme dans le théoréme 5.6. Notons
H5 ' {u=0}NnQ
F(N) = sup { L 200D
diam® *(Q)

ou la borne supérieure est prise sur les u solutions de (11), @ C B(0, Ry) un cube et
N.(Q) < N. 1l s’agit de montrer que F(N) < CN®. Par HARDT et SIMON (1989), on
a F(N) < +oo pour tout N > 0.

Montrons tout d’abord que, pour tout N > Ny, avec Ny comme dans le théoreme 5.6,
on a

(28) F(N) < 4AF (111 ).

Ceci suffit bien a prouver le théoreme : il suffit de prendre « tel que 4A < (14 ¢)® et
d’utiliser le fait que F' est monotone.

Supposons qu’il existe un N > Ny tel que (28) n’est pas vérifiée. Soient alors @ C
B(0, R), et u une solution de (11) avec N,(Q) < N et

H =0}N 3
_({ud_l PNQ) 3.
diam® " (Q) 4
On divise Q en A¢ sous-cubes disjoints (¢;);cs, de diametre A~tdiam(Q). Rappelons
que pour tout ¢ € I, on a N(g;) < N. Notons [; = {2 € I; N(q;) > %C}, et Iy =
{i € I;N(q) < l}

(29)

14c
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Par le théoreme 5.6, on a |[;| < %Ad_l. On écrit ensuite que

H! {u=0}NnQ) < Z H T {u=0}ng)+ Z H! {u=0}ng)

i€l i€l

5 o (B0 () ()

i€l i€l

édmanW‘lUhﬁ%N)A“d+ynF<1ﬁl),y—ﬂ
F(N)

gdmm@m*1l22+AF(1fcﬂ,

car |I| = A% En combinant cela avec (29), on obtient

1 N
-F(N AF
4 (N) < (1+c>’

ce qui contredit la définition d’un mauvais N. On en déduit que tous les mauvais N
sont inférieurs a Nj. O

6.2. La borne inférieure

Donnons maintenant les idées de la preuve du théoreme 3.5. De fagon analogue a la
section précédente, on introduit la quantité

H ' ({u = 0} 1 B(x,p)
i1
u vérifie (11) dans B(0,2Ry),u(x) =0, et N,(B(0, Ry)) < N},

B(l‘,p) C B<07 R0)7

F(N):= inf{

ou N,(B(0,Ryp)) est le supremum de N,(z,p) sur ensemble des boules B(z,p) C
B(0, Ry).

Le résultat suivant est prouvé dans LOGUNOV (2018b), et implique immédiatement
le théoréeme 3.5.

THEOREME 6.2. — Il existe ¢ > 0 tel que F(N) > ¢ pour tout N > 0.

Avant de donner les idées de la preuve de cette proposition, prouvons le lemme suivant,
qui est moins précis, mais permet de traiter les petites valeurs de N.

LEMME 6.3. — [l existe co tel que

Idée de preuve du lemme 6.3. —

Etape 1 : Trouver de bonnes couches sphériques ou les extremums ne croissent pas
trop.
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+
Yj+1

FIGURE 5. La construction de la seconde étape du lemme 6.3. Par hypothese,
Clu(y;) < u(y;ﬂrl) <0< u(y;-;l) < C”u(y;-r). La fonction u est alors positive
dans la boule grise, et négative dans la boule hachurée.

On suppose que u(z) = 0, N, (B(z,r/2)) < N. Par des estimées elliptiques usuelles,
on obtient que

maxyp, (+u)

(30) < 02V,

Ao, , (1)
On considere alors une suite de spheres S; de centre z et de rayon r; :=r (% + ﬁ),

: m7, |
;= ming, u et T;t = —=L . Par le

pour j = 0,...,N. On notem;r = maxg; u, m |
i
principe du maximum, on a Tji > 1 pour tout j. De plus, []; Tji < €2V par (30). On

en déduit qu’il existe une constante C’ > 0 et au moins N/2 indices j tels que
7'j+ <, 7 < C’.

Etape 2 : Construire des boules de signe fixé dans chaque bonne couche sphérique.
Si j est un tel indice, on note y;-—L le point de S; ot £u atteint son maximum (voir la

figure 5). On a alors u(y;“) = mj, et supp u<C’ m;r. Par des estimées elliptiques

+ _r
yj ’W)
sur le gradient de u, on en déduit I'existence d'un ¢ > 0 tel que u > 0 sur B(y; ,tr/N).

De méme, on trouve une boule de méme rayon autour de y; sur laquelle u est négative.

Sur chaque sphére de rayon compris entre r (% + :%N — ﬁ) et r (% + 3%\, + ﬁ), la fonc-

tion u s’annule. En tout, il y a N/2 telles couches sphériques. On a donc

7 (y € Blaru) =00 2 5 xe(5)

d’ou le résultat. n
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En fait, le lemme 6.3 permet bien de prouver le théoreme 6.2, grace au lemme suivant.

LEMME 6.4. — Il eziste Ny et g : [N, +00[—> N avec lim;_,, g(t) = 400 tels que,
pour tout N > Ny, siu vérifie (11) dans B(0,2Ry) et Ny(z, p) > Ny, alors on peut trou-
ver au moins N@=/2g(N) boules disjointes B(x;, 7)) C B(x,2p) telles que u(z;) = 0.

Preuve du théoréme 6.2. — Soit u vérifiant (11) dans B(0,2Ry), avec u(z) = 0,
H*'({u=0} N B(z,p))

i1
et N,(B(0,Ry)) < N. Notons N’ := N,(B(0, Ry)), et supposons que N’ (et donc N)
est grand. Par le lemme 6.4, on peut alors trouver (N')(4=1/2¢g(N") boules disjointes
B(x;, \/%) C B(z,2p) telles que u(z;) = 0. On applique la définition de F', pour trouver
que, dans chacune de ces boules, ’ensemble nodal a un volume borné inférieurement

d—1
par (\/%) F(N’), et on a donc

< 2F(N),

d—1
2F(N) > (\/?V_,> F(N)(N')@=D/2g(N"),
ce qui est absurde pour N’ assez grand.

Par conséquent, N’ doit étre borné par un N; > 0, et pour tout N > Ny, on a
F(N) > $F(Ny). Le résultat découle alors du lemme 6.3. O

La preuve du lemme 6.4 est assez longue, et occupe la majeure partie de l'article
LoGuNov (2018b). Essayons néanmoins d’en donner les principales idées.

Idée de preuve du lemme 6.4. —

Etape 1 : Trouver un pavé a croissance rapide.

En utilisant les propriétés de monotonie de la fréquence, on peut trouver un ¢ €|1, 2],
C" > 0 tel que, si Sy est la sphere de centre z et de rayon cr, et si S; est une sphere de
centre x et de rayon cr(1 — (C'log N)~2), alors

sup |u(z)| < C27C"NoeN)™ qup |u(2)].
2€81 2€82

On note alors y le point de Sy ou |u| atteint son maximum, et on consideére un pavé R
dont la face supérieure F, est un hypercube de coté (log N)~¢, centré en y, et tangent
a &1, et dont la face inférieure F; est tangente & Sy (voir la figure 6). Les points de F
étant tous proches de y, on peut alors montrer que I'on a

(31) Vo1 € Fi,z € Fa, |u(z1)] < 027" NN 14 ().
Autrement dit, la fonction u croit rapidement entre les faces F; et Fo.
Etape 2 : Trouver de bons tunnels.
On découpe ensuite les faces F; et F5 en hypercubes de coté O <\/N(lig]\/)6)7 et on

note T les différents pavés de RY basés sur ces faces (voir la figure 7). Ces pavés,
beaucoup plus longs que larges, sont appelés par 'auteur des tunnels, et le nombre de
tunnels est de 'ordre de vV N.
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FIGURE 6. La construction de I’étape 1 de la preuve du lemme 6.4.

Chaque tunnel 7; est ensuite découpé en cubes g; ; de coté O <\/N(1(1)g1\/)6

) le long de
sa hauteur de sorte que chaque tunnel comporte v N (log N)* cubes.

On dira qu'un cube g, j est bon si NV, (¢; ;) < max (WW%’ No), et on dira qu’un
tunnel T, est bon si tous les ¢;, ; sont bons.

En utilisant la proposition 5.9 pour B = [v/N|, on peut montrer que le nombre de
mauvais cubes ¢; ; est borné par Cv/N' dilfcg(log N)* < L(V/N)® L. Par conséquent,il y

a au moins %(\/ N)?=1 bons tunnels T;. 11 suffit donc de montrer que chaque bon tunnel

contient au moins g(/N) points d’annulation de u, avec g(NN) N, oo
—+00

Etape 3 : Compter les changements de signes dans un bon tunnel.
Soit T; un bon tunnel. Pour chaque j, on considere la quantité

sup [ul  sup |ul

1
. 3%+ 4qi,; N
(32) Tj = sup |u| < sup |u| — 9c’log N/loglog N’
$ai $ai

par la proposition 4.7 et le fait que ¢; ; est un bon cube.
On peut déduire de (31) que

(33) [[7; > c2c"Niee M),
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Fa
Ty | Ty | Ty
R
d1.2
q1.1
Fi

FIGURE 7. La construction de I’étape 2 de la preuve du lemme 6.4.

Mais, si u est de signe constant sur ¢; ; U ¢; j+1, alors, par la remarque 4.8, on a
7; < Cp. On peut alors déduire de ce fait, et de (32) et (33) que le nombre d’indices j
tels que u n’est pas de signe constant sur ¢; ; U ¢; j+1 est d’au moins ¢ log N/loglog N

On en déduit donc le résultat, pour g(N) = 2¢"logN/loglog N O
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