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LA CONJECTURE DES COMPAGNONS
[d’aprés Deligne, Drinfeld, L. Lafforgue, T. Abe,...]

par Anna Cadoret

1. INTRODUCTION

Dans tout 1'exposé k désignera un corps fini de caractéristique p et de cardinal ¢ et k
un cloture algébrique de k ; on notera (k) := 7, (Spec(k), Spec(k)) le groupe de Galois
absolu de k et ¢ € (k) le Frobenius géométrique i.e. 'inverse de a — a?. Une k-variété
est un schéma séparé de type fini sur £ et une k-courbe est une k-variété de dimension 1.
Si X est une k-variété, on note | X | I'ensemble des points fermés de X. Pour z € X (non
nécessairement fermé), on note k(z) le corps résiduel et si T est un point géométrique
au-dessus de z, m(z) := m(x,T) le groupe de Galois absolu de k(x); si z € | X|, on note
vz € m(x) le Frobenius géométrique.

La lettre ¢ désignera toujours un premier # p. Soit X une k-variété normale, % un
premier et () une extension algébrique de Q,. On utilisera la terminologie (empruntée &
Kedlaya) Q-coefficient sur X pour désigner de fagon uniforme :

— Si % # p : un Q-faisceau de Weil lisse ;
— Si % = p : un Q-F-isocristal surconvergent.

Soit C un Q-coefficient sur X. La fibre C, de C en un point géométrique T au-dessus de
x € | X| est un Q-espace vectoriel de dimension finie naturellement muni d’une action du
Frobenius ¢,. On notera x,(C,T') := det(1—¢,T|C,) € Q[T] le polynéme caractéristique
inverse ; il ne dépend pas de Z. Le corps des traces ()¢ de C est la QQ-sous-extension de ()
engendrée par les coefficients des x,(C,T), z € | X|. Si ¢ : Q,=Q,, est un isomorphisme,
un o-compagnon de C est un Q,,-coefficient C’ tel que ox,(C,T) = x.(C',T), x € | X].
On notera C ~, C'. La conjecture dite « des compagnons », sous une forme un peu
simplifiée, est I’énoncé suivant.

CONJECTURE 1.1 (Conjecture des compagnons; Deligne [D80b, (1.2.10)])
Soit X une k-variété normale, géométriquement conneze et C un Q,-coefficient sur X,
irréductible et de déterminant fini.

a) (Pureté) C est pur de poids 0 : pour tout isomorphisme 1 : Q,~C et pour tout
x € | X]| les racines de vx.(C,T) sont de module 1 ;
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b) (Finitude) Q¢ est une extension finie de Q ;

¢) (Compagnons) Pour tout isomorphisme o : Q,=Q,,, C admet un o-compagnon
irréductible de déterminant fini.

On verra que, s’il existe, le o-compagnon est unique.

1.1. Statut

La conjecture des compagnons telle qu’elle apparait dans Weil II ([D80b]) est un
peu différente de I’énoncé 1.1. Deligne demande notamment que les compagnons ne
soient pas seulement des Q,-coefficients mais qu’il existe une extension finie @ de Q¢
tels que les compagnons soient définis sur les complétés de @ ([D80b, (1.2.10) (v)]).
La descente du corps des coefficients est traitée au paragraphe 8; c’est en fait une
conséquence « formelle » de le Conjecture 1.1. L’autre différence est la partie p-adique
de la conjecture. Dans Weil II Deligne énonce la conjecture pour les Q,-faisceaux lisses
et émet l'espoir qu'il existe « de petits camarades cristallins » ([D80b, (1.2.10) (vi)]).
C’est Crew [Cr92, Conj. 4.13] (cf. aussi [A18a, Conj. (D)]) qui a identifié la catégorie
des F-isocristaux surconvergents de Berthelot [B91] comme étant un analogue p-adique
raisonnable de la catégorie des Q,-faisceaux lisses et a obtenu les premiers résultats a
I’appui — notamment ’analogue du théoreme de monodromie globale ; un ingrédient
essentiel de la théorie des poids de Deligne (cf. 2.3 ci-dessous).

La premiere avancée majeure est la preuve de la correspondance de Langlands /-
adique (pour GL,) pour le corps des fonctions des courbes sur k. La correspondance
en rang 2 avait déja été établi par Drinfeld [Dr78] et c’est ce résultat qui est sans
doute a l'origine de la formulation de la conjecture des compagnons. Deligne avait noté
que la preuve de Drinfeld n’établissait pas seulement une correspondance « abstraite »
préservant les facteurs L locaux entre faisceaux f-adiques irréductibles de rang 2 sur
les ouverts d’'une courbe X et représentations automorphes pour GLs des adeles du
corps des fonctions de X mais qu’elle exhibait les faisceaux f-adiques en question
comme la réalisation de certains motifs découpés dans la cohomologie des champs de
chtoucas, montrant donc qu’ils sont d’origine géométrique. En développant I'approche
de Drinfeld, L. Lafforgue [L02] a démontré la correspondance de Langlands ¢-adique en
rang quelconque, établissant ainsi automatiquement la conjecture des compagnons pour
les courbes dans le cadre f-adique. La preuve de la version p-adique de la correspondance
de Langlands ([A18a, Conj. (L)]) et, partant de la conjecture des compagnons pour
les courbes, a été I'un des moteurs de la construction d’un formalisme en cohomologie
rigide parallele a celui de la cohomologie /-adique. Ces développements techniques
ont finalement permis & T. Abe [A18a, A18b] d’établir les versions p-adiques de la
correspondance de Langlands et de la conjecture des compagnons pour les courbes.

En dimension supérieure, il n’y a pas d’analogue — méme conjectural — de la
correspondance de Langlands mais dans le contexte de la philosophie générale des motifs
(e.g. [EKerll, §2]) et notamment par analogie avec une conjecture de Simpson pour les
systemes locaux rigides quasi unipotents sur une C-variété lisse ([Si91, Conj. 4], [LaS18,
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Conj. 1.1] si X est projective — cf paragraphe 9), on s’attend a ce que les Q,-coefficients
irréductibles de déterminant fini sur une k-variété X de dimension arbitraire soient
encore la réalisation de motifs découpés dans la cohomologie de certains champs sur X.
Si de tels résultats semblent encore hors de portée, la conjecture des compagnons est
maintenant en grande partie établie en toute dimension.

THEOREME 1.2 (Deligne, Drinfeld, L. Lafforgue, Abe, Abe-Esnault, Kedlaya)
Les énoncés 1.1 a), b) sont établis. L’énoncé 1.1 ¢) est établi si X est une courbe ou
si # #£p et X est lisse.

Pour établir la Conjecture 1.1 en dimension supérieure, la stratégie n’est donc pas de
chercher & construire une réalisation motivique des Q,-coefficients mais de se ramener
au cas des courbes par des arguments géométriques. L’énoncé 1.1 a) peut se tester en un
seul point et est invariant par extension de corps; apres quelques réductions standard, il
suffit donc, étant donné un Q,-coefficient C irréductible de déterminant fini, de savoir
construire une courbe C' — X (dépendant de C) telle que C|¢ est encore irréductible.
C’est essentiellement ainsi que procede Deligne [D12, Thm. 1.6] (corrigeant un argument
de L. Lafforgue) pour * # p et Abe-Esnault [AE16, Thm. 2.6], Kedlaya [Ked18b,
Lem. 3.1.3] pour * = p. Les énoncés 1.1 b) et 1.1 ¢) sont eux de nature globale et
Iexistence de telles courbes n’est pas suffisant pour les démontrer. L’énoncé 1.1 b) pour
* # p est démontré par Deligne [D12, Thm. 3.1]. Le point-clef est de prouver que si X
est une courbe, le corps Q¢ est engendré par les coefficients des x,(C,T) pour x € | X|
de degré résiduel borné seulement en termes de la « complexité » de C (un invariant
qui dépend de X et de la ramification de C) puis de montrer que sur une variété X
de dimension arbitraire on peut faire passer en tout point = € | X| une courbe C, telle
que la complexité de C|¢, reste suffisamment petite par rapport au degré résiduel de z.
L’énoncé 1.1 ¢) pour ' # p est lui démontré par Drinfeld [Dr12, Thm. 1.1], inspiré par
des techniques de Wiesend. L’idée est de considérer I'ensemble Cu(X') des courbes tracées
sur X, d’appliquer 1.1 ¢) aux restrictions C|¢, C' € Cu(X) puis de montrer que les o(C|¢),
C € Cu(X) proviennent en fait d'un Q,.-coefficient oC sur X. L’énoncé sous-jacent est
donc un critere (Théoreme 7.1) caractérisant les familles de faisceaux f-adiques C|c,
C € Cu(X) vérifiant la condition de compatibilité évidente : Colox o =~ Corloxycrs
C,C" € Cu(X) (ce que 'on appellera un squelette ¢-adique) et qui proviennent d’une
faisceau f-adique sur X en fonction de propriétés préservées par les compagnons sur
les courbes (corps de définition et modération uniforme). La preuve de ’énoncé 1.1 b)
s’applique non seulement aux faisceaux f-adiques C sur X dont le corps )¢ est une
extension algébrique de Q mais a n’importe quel squelette ¢-adique C¢o, C' € Cu(X)
dont les corps Q¢ sont des extensions algébriques de Q et qui sont modérés par une
méme altération génériquement étale de X. Cette observation permet de montrer la
finitude et I'existence de compagnons f-adiques pour les F-isocristaux surconvergents.
Comme I’a noté Kedlaya, la preuve de 1.1 b) peut aussi se transposer telle quelle au
cadre p-adique. Il n’en va pas de méme de la preuve de 1.1 ¢), qui utilise de fagon
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essentielle la description galoisienne (cf. 2.1.3) de la catégorie des faisceaux (-adiques,
description dont on ne dispose pas dans le cadre p-adique.

1.2. Structure du texte

Le second paragraphe rassemble un certain nombre de notations et de préliminaires
qui seront utilisés dans la suite. Nous n’avons pas tenté de donner la construction
des catégories de Q,-coefficients qui interviennent dans la conjecture des compagnons.
Cela nous aurait conduit au-dela des objectifs de cet exposé. Mais nous avons essayé
d’en dégager certaines propriétés essentielles permettant de les manipuler. Le troisieme
paragraphe passe en revue la correspondance de Langlands pour GL,. Nous avons choisi
de consacrer quelques pages a cet aspect, toujours pris comme une « boite noire » dans
les articles traitant de la dimension supérieure. Le cas des courbes est non seulement
fondamental pour la suite mais fait aussi intervenir certains ingrédients tres différents
(représentations automorphes) ; il nous a semblé important de les mentionner afin de ne
pas escamoter en partie la profondeur des arguments mis en jeu. Au quatrieme paragraphe,
nous formalisons (en suivant Esnault-Kerz) 'idée consistant & étudier un Q,-coefficients
sur une variété X de dimension supérieure via I’ensemble de ses restrictions aux courbes
tracées sur X en introduisant la notion de squelettes et de squelettes géométriques.
Le cinquiéme paragraphe est consacré a la preuve de I’énoncé 1.1 b) et les sixiéme et
septiéme paragraphes a celle de I’énoncé 1.1 ¢) (pour x” # p et X lisse). Au huitieme
paragraphe, nous déduisons du Théoreme 1.2 certaines propriétés de descente du corps
des coefficients et de x-indépendance. Enfin, au dernier paragraphe, nous donnons une
application — due a Esnault-Groechenig — de la Conjecture 1.1 a la Conjecture de
Simpson évoquée plus haut.

Au-dela de sa beauté conceptuelle, la Conjecture 1.1 fournit un substitut aux théoremes
de comparaison cohomologique, permettant de transférer certaines propriétés entre
cohomologies f-adiques et cohomologie rigide. Ces aspects apparaissent un peu a la
marge dans ’exposé ; pour limiter la longueur du texte, nous ne les avons pas traités
systématiquement (c¢f. notamment la fin du paragraphe 7.1 et le Corollaire 8.7). Pour
limiter également sa technicité, nous avons choisi de présenter relativement en détails
les aspects (-adiques des arguments mais plus succinctement les aspects p-adiques. Ces
derniers sont discutés de fagon plus approfondie dans les deux articles de survol de
Kedlaya [Ked11],[Ked18b] ou dans l'article d’Abe-Esnault [AE16].

1.3. Remerciements.

Je remercie Vincent Lafforgue et Javier Fresdn pour leur relecture et corrections —
notamment mathématiques. Je remercie également les participants au groupe de travail
organisé dans le cadre de 'A.N.R. ECOVA a I'lLH.P. au printemps 2017. C’est grace
a Emiliano Ambrosi, qui n’a pas hésité a s’attaquer aux isocristaux, que j’ai appris
a avoir un peu moins peur des aspects p-adiques de la conjecture. La tentative de
présenter uniformément les aspects f-adiques et p-adiques doit beaucoup aux textes de
Kedlaya [Ked18b], [Ked11] et d’Addezio [D’A18].
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2. PRELIMINAIRES

Soit X une k-variété normale, géométriquement connexe (pour simplifier), de dimen-
sion d.

2.1. )-coefficients

Soit * un nombre premier et () une extension algébrique de Q,. Les catégories de Q-
coefficients sont des catégories tannakiennes neutres sur () i.e. des ®-catégories abéliennes
rigides @)-linéaires € que 'on peut munir de ®-foncteurs « fibres » F': € — Vectg, fideles
exacts de cible la ®-catégorie Vecty des (Q-espaces vectoriels de dimension finie. A
tout foncteur fibre est associé le Q-schéma en groupe affine G(€, F) := Aut®(F) des
®-automorphismes de /' — appelé groupe de Tannaka. Le foncteur fibre F' : € — Vectq
induit une ®-équivalence de catégories entre (Q-coefficients et (Q-représentations de
dimension finie de G(€, F'). Si C est un objet de €, on peut restreindre les foncteurs
fibres & la plus petite sous-catégorie tannakienne (C)® de € contenant C; le groupe de
Tannaka correspondant G(C, F) := G((C)®, F) est un )-sous-groupe fermé de GL(F(C)),
quotient de G(€, F'). On renvoie par exemple a [D90] pour une exposé systématique du
formalisme tannakien.

Les groupes de Tannaka dépendent des foncteurs fibres a forme intérieure pres; ceci
n’interviendra pas dans l'exposé et on commettra un premier abus de notation en
n’indiquant pas les foncteurs fibres.

2.1.1. — Rappelons que l'on a défini la catégorie des Q-coefficients sur X comme :

— Si % # p : la catégorie des Q-faisceaux de Weil lisses sur X.

— Si * = p : la catégorie des Q)-F-isocristaux surconvergents sur X.

Aprés choix d’une cloture algébrique k de k, la catégorie des Q-coefficients sur Spec(k) est
équivalente a la catégorie des (Q-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action
du Frobenius géométrique . Si C est un QQ-coefficient sur X et T un point géométrique
au-dessus de z € | X| (et si * = p, @ contient le corps des fractions des vecteurs de
Witt de k(x)), la fibre C, de C en T est donc un Q-espace vectoriel de dimension finie
muni d’une action de ¢,. Cette action ne dépend du choix de T qu’a isomorphisme pres,
ce qui, 1a encore n’interviendra pas dans I'exposé et justifie notre deuxieme abus de
notation (C, plutdt que Cz). On commettra un troisiéme abus en notant encore C — C,
le foncteur composé du foncteur fibre en x et du foncteur d’oubli de 'action de ¢, ;
munie de C — C,, la catégorie des Q-coefficients est tannakienne neutre sur Q).

2.1.2. — On dispose d’'une version géométrique des catégories de ()-coefficients sur X,
a savoir :

— Si* # p : la catégorie des Q-faisceaux lisses sur Xz.

— Si *x = p : la catégorie des Q-isocristaux surconvergents sur X.
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La catégorie des @Q-coefficients géométriques sur Spec(k) est équivalente a la catégorie
des QQ-espaces vectoriels de dimension finie. Si C est un Q)-coefficient géométrique sur X
et x € | X| (et si x = p, @ contient le corps des fractions des vecteurs de Witt de k(z)),
la fibre C, de C en x est donc un @Q-espace vectoriel de dimension finie. Munie du
foncteur C — C, la catégorie des Q)-coeflicients géométriques est tannakienne neutre
sur Q. On dispose d'un foncteur naturel C — C (ou C| x- si * # p) de la catégorie des
Q-coefficients sur X vers celle des Q-coefficients géométriques. Si * #£ p, c’est le pullback
par la projection canonique Xz — X. Si * = p, c’est le foncteur d’oubli de la structure
de Frobenius.

2.1.3. Le cas x = {. — La catégorie des Q,-faisceaux lisses est construite par passages
a la limite a partir des catégories de faisceaux localement constants constructibles a
coefficients finis de caractéristique ¢, qui sont des catégories galoisiennes. On en déduit
que pour tout point géométrique Z au-dessus de x € X, la fibre C, d’'un Q,-faisceau lisse
étale C est munie d’une action continue du groupe fondamental étale m1(X) := 71 (X, )
de X (la encore (X, T) et son action sur C, ne dépendent qu’a isomorphisme pres du
choix de 7, justifiant un quatriéme abus de notation...) et que le foncteur fibre C — C,
induit une équivalence de catégories entre Q,-faisceaux lisses et Q,-représentations
continues de dimension finie de 71(X). Ici une Q-représentation V de (X)) est dite
« continue » si 'action de m(X) stabilise un sous Z-réseau H C V pour Z l'anneau
des entiers d'une extension finie de Q, et que l'action de m;(X) sur H est continue
pour les topologies profinies (en fait, cette définition coincide avec la notion usuelle

de continuité [KSa99, Rem. 9.0.7]). Les groupes G(C),G(C) C GL(C,) s’identifient
respectivement a ’adhérence de Zariski de I'image de m1(X73), m1(X) agissant sur C,. Les
morphismes X; — X — Spec(k) induisent une suite exacte courte (on a supposé X
géométriquement connexe)

1 = m(Xz) > m(X) - m(k) =1

Par ailleurs, le Frobenius géométrique définit un morphisme Z — (k) ~ 7. La catégorie
des Q-faisceaux de Weil lisses peut étre décrite de la méme facon en remplacant
le groupe fondamental étale par le groupe de Weil W (X), qui est le produit fibré
W(X) := m(X) Xz, &) Z muni de la topologie induite par le produit des topologie
profinie sur 7 (X7) et discréte sur Z. Par exemple, la donnée d’un Q,-faisceau de Weil
lisse de rang 1 sur Spec(k) est équivalente & celle d'un élément de @Z ; la sous-catégorie
pleine des Q,-faisceaux lisses sur Spec(k) correspond au sous-groupe Zz( C @Z des unités
(-adiques. Si C est un Q,-faisceau de Weil lisse sur X, les groupes G(C), G(C) C GL(C,)
s'identifient encore respectivement a I'adhérence de Zariski de I'image de m (X3), W(X)
agissant sur C,.

La catégorie des Q,-faisceaux de Weil lisses est introduite par commodité pour
maintenir le caractere purement algébrique de la correspondance de Langlands et, a
posteriori, le parallélisme avec la catégorie des Q,-F-isocristaux surconvergents. Nous
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verrons un peu plus bas que la différence entre Q,-faisceaux lisses et Q,-faisceaux de
Weil lisses n’est pas essentielle.

On trouvera dans [F18, §2] une introduction un peu plus détaillée aux faisceaux
(-adiques et dans l'ouvrage [Mi] une présentation « for the working mathematician »
des principaux résultats de la théorie. Pour une introduction aux F-isocristaux sur-
convergents, on renvoie a l'exposé de survol de Kedlaya déja mentionné [Ked11]. En
premiére approximation, on peut penser aux Q,-coefficients comme aux analogues en
caractéristique positive des systemes locaux de la géométrie complexe.

2.2. Cohomologie

On dispose de groupes de cohomologie H'(X, —) et de groupes de cohomologie a
support compact H:(X, —), qui sont des Q-espaces vectoriels de dimension finie, nuls
si i > 2d. Lorsque * = ¢, il s’agit des groupes de cohomologie f-adiques H'(X, —) =
H' (X, —lx), H{(X,—) = Hi(Xz, —|x.), construits & partir de la cohomologie étale
a coeffiicients de torsion. Lorsque *x = p, il s’agit des groupes de cohomologie rigide
HY(X, =) = H}ia( Xz, —Ix.), HA(X, =) = H{ ;4:a(X5, —|x.) construits par Berthelot ;
si X est propre et lisse sur k, ils coincident avec les groupes de cohomologie cristalline.
Ces (Q-espaces vectoriels sont munis d’une action naturelle du Frobenius géométrique .

2.3. Images inverses, images directes

Sif:Y — X est un revétement étale, on dispose d'un foncteur image directe par f
que l'on note f, de la catégorie des Q-coefficients (resp. des Q-coefficients géométriques)
sur Y vers celle des Q-coefficients (resp. des @Q-coefficients géométriques) sur X. Par
exemple, si x = £ et Y est connexe, m(Y') est un sous-groupe ouvert de m(X) et le
foncteur f, correspond en termes de représentations (-adiques au foncteur d’induction
de m(Y) a m(X).

Si f:Y — X est un morphisme de k-variétés, on dispose d’un foncteur image inverse
par f que 'on note f* ou —|y de la catégorie des @Q-coefficients (resp. des @Q-coefficients
géométriques) sur X vers celle des @Q-coefficients (resp. des Q-coefficients géométriques)
sur Y. Si * = ( et Y est connexe, f : Y — X induit un morphisme de groupes
topologiques 7 (Y) — m(X) et le foncteur f* correspond en termes de représentations
(-adiques au foncteur de restriction de l'action de m;(X) & m(Y"). Mentionnons deux
cas particuliers, utiles dans les réductions.

2.3.1. Revétement étale. — Soit C un Q-coefficient sur X. En utilisant encore que les
revétements étales connexes de X correspondent aux sous-groupes ouverts de 7 (X),
le lemme suivant est immédiat pour % # p. Il est plus délicat pour * = p (e.g. [D’A18,
Prop. 3.3.4)).

LEMME 2.1. — Pour tout revétement étale X' — X les morphismes G(C|x/) — G(C),

G(C|x') — G(C) sont des immersions ouvertes. De plus, il existe un revétement étale
X' — X tels que les morphismes G(C|x) — G(C), G(C|x:) — G(C) induisent des

isomorphismes sur les composantes neutres G(C|x)=G(C)°, G(C|x)—=G(C)°.
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2.3.2. Immersion ouverte d’image dense. — Soit U — X une immersion ouverte
d’image dense. En utilisant que le groupe fondamental étale d'un schéma normal
connexe est le groupe de Galois de I'extension maximale non ramifiée au-dessus des
points de codimension 1 de son corps des fonctions, on déduit immédiatement que le
morphisme de groupes profinis m (U) — m1(X) est surjectif. En particulier, pour tout
Q,-faisceau lisse C sur X, le morphisme G(C|y) — G(C) est un isomorphisme. Cette
formulation tannakienne s’étend au @p—F—isocristaux surconvergents sous réserve que
U soit lisse sur k; modulo un lemme tannakien, c’est un résultat de Tsuzuki [Ts12,
Cor. 1.2] — ¢f. [AE16, §4.6].

2.4. Quelques résultats de structure

Un Q,-coefficient C de rang 1 sur X est dit d’ordre fini s’il existe n > 1 tel que C®"
est trivial.

Notons pr : X — Spec(k) le morphisme structural et soit £ un Q,-coefficient de rang 1
sur Spec(k). Pour tout Q,-coefficient C sur X le twist de C par £ est le Q,-coefficient
C®pr* L. Comme L est déterminé par I'image o € @: de ¢, on notera aussi parfois
CRpr*L :=C,

L’énoncé suivant permet de se ramener au cas des Q,-coefficients de déterminant fini
et de passer des Q,-faisceaux de Weil lisses aux Q,-faisceaux lisses. Pour * # p, c’est une
conséquence de la théorie du corps de classes, pour * = p, il faut travailler un peu plus.

THEOREME 2.2 ([D80b, Prop. 1.3.4], [A18a, Lem. 6.1]). — Tout Q,-coefficient de rang 1
sur X est le twist d’un Q,-coefficient fini. En particulier, tout Q,-coefficient sur X est
le twist d’un Q,-coefficient de déterminant fini.

COROLLAIRE 2.3 (Monodromie globale; Grothendieck — [D80b, Thm. 1.3.8], [Cr92,
Thm. 4.9])
Soit C un Q,-coefficient sur X. Le radical de G(C)° est unipotent.

COROLLAIRE 2.4 ([D’A18, Lem. 3.4.4, Cor. 3.4.5]). — Soit C un Q,-coefficient semi-
simple sur X.

a) Soit X' — X un revétement étale connexe. Si tous les constituants irréductibles
de C sont de déterminant fini, il en est de méme de C|x.

b) Sous l’hypothése de 2.4 a), le groupe G(C) est semisimple, normal d’indice fini
dans G(C) (donc G(C) est semisimple).

COROLLAIRE 2.5 ([D12, 0.4])). — Soit C un Q,-faisceau de Weil lisse sur X. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

a) C est étale;

b) det(C) est étale;

c) C =S89, ouS est un Qy-faisceau lisse de déterminant fini et o est une unité
(-adique.
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Pour n > 1 notons k, I'extension de degré n de k dans k et p, : X;, — X la projection
canonique.

LEMME 2.6 ([D12, 1.3, 1.4], [Ked18b, Rem. 9.13]). — Soit C un Q,-coefficient.
a) C est irréductible si et seulement si C|x, —est irréductible, n > 1;

b) Supposons C irréductible de rang r. Il existe n|r tel que C = p,,C\*), o1 C, est un
Q. -coefficient de déterminant fini sur Xy, tel que C,, est irréductible de rang r/n,
o, € @: et l'orbite de C,, sous l'action de ¢ est de longueur n.

2.5. Fonctions L et poids
Supposons de plus X lisse. Soit C un Q,-coefficient sur X.

2.5.1. Fonctions L. — Le rang r de C, est indépendant de = et on dispose d'une
application polyndéme caractéristique inverse

x-(€): [X] — P,(Q.)
x — XZ‘(C> = det(l - QOLL’T|C$)

a valeurs dans les Q,-points de la Q-variété P, := G,, x A"~ des polyndmes de degré r
et terme constant 1. Pour z € |X]|, on notera n(z) := [k(x) : k] le degré résiduel et
L.(C) := x.(C, T"*)~1 € Q,[[T]] la fonction L locale de C en z. La fonction L globale
de C est le produit L(X,C,T) := [L,¢ ;x| L(C, T) € Q.[[T]]. La formule des traces et la
dualité de Poincaré, la relie aux groupes de cohomologie et aux groupes de cohomologie
a support compact.

THEOREME 2.7 ([Gro68], [EtLS97]). —
L(X, C, T) = H det(l — qidgpflT|Hi<X, Cv))(*l) — H det(l - QOT|H;(X’ C))(,l)i-&-l'

i>0 i>0

1+1

2.5.2. Poids. — Etant donné un isomorphisme ¢ : Q,=C, les t-poids de C en z € | X|
sont les 2log,) (|ta]) pour o décrivant les racines inverses de x,(C,T). On dit que
C est t-pur de poids w en z € | X]| si tous ses poids en x sont égaux a w et que C est
i-pur de poids w s’il 'est en tout = € | X|. On dit que C est -mixte s’il est extension
successive de Q,-coefficients (-purs. Enfin on dit que C est pur de poids w (resp. mixte)
s'il est t-pur de poids w (resp. (-mixte) pour tout isomorphisme ¢ : Q,—C. Si C est
pur de poids w, les racines des x,(C,T), x € | X| sont automatiquement des nombres
algébriques et on peut reformuler la condition de pureté en disant que pour tout z € | X|
toute racine inverse « de x,(C,T') est algébrique et pour tout plongement ¢ : Q(«) — C,
L est de module 1.

Remarque 2.8. — Avec cette terminologie, d’apres le Théoreme 2.2 I’énoncé 1.1 a) est
équivalent a 1.1.a°) : tout Q,-coefficient est mixte.

L’énoncé suivant est le résultat fondamental de la théorie des poids de Frobenius.
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THEOREME 2.9 ([D80b, (3.3.4), (3.3.5)], [Ked06, 6.6.2], [ACal3])
Si C est t-pur de poids w les groupes de cohomologie H:(X,C) sont de t-poids < w+1
(resp. H'(X,C) sont de t-poids > w +1).

On en déduit notamment que tout Q,-coefficient C qui est (-mixte admet une unique
filtration —la filtration par le t-poids— 0 =Cy C C; C --- C Cs = C telle que C;/C;_4
est t-pur de poids w; avec wy < - -+ < w.

COROLLAIRE 2.10. — Soit C est un Q,-coefficient sur X. Si C est v-pur, C est semi-

simple ; en particulier, G(C) est semisimple.

2.5.3. Conséquences pour les compagnons. — Soit C un Q,-coefficient semisimple pur
de poids w, ¢ : Q,=Q, un isomorphisme et C’ un Q,.,-coefficient semisimple tel que
C ~, C'. Par définition, o L(X,C,T) = L(X,C’,T). De plus, C est pur de poids w si et
seulement si C' I'est ; dans ce cas les Théoremes 2.7 et 2.9 impliquent immédiatement

COROLLAIRE 2.11. —

a) det(1 — pT|H°(X,C)) = det(1 — oT|H(X, (")),
det(1 — pT|H?4(X,C)) = det(1 — T|H*(X,C")).
Et si X est une courbe,
det(1 — ¢T|HN(X,C)) = det(1 — ¢T|H}(X,C")),
det(1 — ¢T|HY(X,C)) = det(1 — ¢T|H*(X,C")).

b) Si X est propre, det(1 — pT|H (X,C)) = det(1 — ¢T|H*(X,C’)), pour tout i > 0.

L’intérét du Corollaire 2.11.a) vient de son interprétation en termes tannakiens. En
effet, le degré de det(1 — oT|HY(X,C)) est la dimension des G(C)-invariants de C,
et la multiplicité de 1 comme racine de det(1 — ¢T|H°(X,C)) est la dimension des
G(C)-invariants de C,.

2.5.3.1. — Si o = Id et si Z est un facteur irréductible de C, Z ® C, Z @ C’ sont purs
de poids 0 et on a encore IT®Cr~ladl , donc la multiplicité de Z dans C est égale a
la multiplicité de Z dans C’. On en déduit que C ~ C’; cela montre que, s’il existe, le
o-compagnon d’un Q,-coefficient pur de poids w est unique modulo semisimplification.
On notera donc ¢C 'unique o-compagnon semisimple de C s’il existe.

2.5.3.2. — C est de déterminant fini si et seulement si C’ 1'est, auquel cas det(C) et
det(C’) ont méme ordre.

En utilisant la filtration par le t-poids, on a 'amplification suivante de (2.5.3.1), qui,
dans le cas * = p sert de substitut au Théoréme de densité de Cebotarev classique, qui

affirme que I'union des classes de conjugaison des Frobenii géométriques est dense dans
m1(X) [S65, Thm. 7].
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COROLLAIRE 2.12 (Cebotarev tannakien ; Tsuzuki — e.g. [Ked18b, Thm. 3.2.4])
Pour tous Q,-coefficients semisimples t-miztes") C, D, x.(C,T) = x(D), = € | X|
si et seulement si C ~D.

On peut appliquer les observations ci-dessus non seulement a C mais aussi a tout
Q,-coefficient de la forme T™"(C) = C®™ ® C*". En effet, T™"(C) est encore pur et
aT™"(C) = T™"(cC). Autrement dit, les fonctions

N’ 5 N, (m,n) — dim(T™"(C,)%C9), dim(T™"(cC,)%"%)

ne dépendent que de C et pas de o .
En particulier, en appliquant cela & (m,n) = (1,1), il résulte immédiatement du
Lemme de Schur que

2.5.3.3. — C est irréductible (resp. C) si et seulement si oC (resp. oC) est irréductible.

2.5.3.4. — Si D est un autre Q,-coefficient semisimple pur de poids p, C ~ D si et
seulement si 0C ~ oD.
Plus généralement, on peut appliquer les résultats suivants.

THEOREME 2.13. — Soit G un groupe réductif sur un corps Q de caractéristique 0 et
V' une Q-représentation fidéle de G.

a) ([D82, Prop. 3.1 (a)]) Toute Q-représentation de G est une sous-représentation
d’une somme directe de Q-représentations de la forme T™™ (V') ;

b) ([D82, Prop. 3.1 (c)]) Soit H C G un Q-sous-groupe réductif. Alors H est le
stabilisateur dans G des T™™ (V)2 , m,n > 0;

c) ([LarP90, Thm. 1]) Si Q est algébriquement clos et G est semisimple, le systéme
de racines de G est déterminé par la donnée des T™"™(V)¢, m,n > 0;
D’ou on déduit par exemple,
2.5.3.5. — G(C) (resp.G(C)) est connexe si et seulement si G(aC) (resp.G(cC)) est.

2.5.3.6. — Si C est de déterminant fini (donc G(C), G(cC) sont semisimples), G(C),
G(oC) ont les mémes systeme de racines.

2.6. Ramification a l’infini

2.6.1. Dimension 1. — Soit X une k-courbe lisse et T un point géométrique au-dessus
de z € |X|. Notons U := X \ {z} C X, X(;) := Spec(O%,) le spectre de I'henselisé de
I'anneau local Ox, en x, X(z) := Spec(Oxz), le spectre de I'hensélisé strict défini par T
(I'anneau local de X en x pour la topologie étale), Up,y 1= U X x X(), Ug) = U xx X().
Notons I, := 7T1(U(§)) C D, := U, les groupes de d’inertie et de décomposition de X
en x. On a une suite exacte courte scindée

1= 1, - D, = m(x) > 1

1. A posteriori, 'énoncé de pureté 1.1 a) dans la conjecture des compagnons montre que cette
hypothese devient superflue — c¢f. Remarque 2.8.
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et, en notant P, C I, I'unique p-Sylow de I, (le groupe d’inertie sauvage) et I := I,/ P,
(le groupe d’inertie modéré), un isomorphisme 7 (k)-équivariant I =(Z/Z,)(—1). Soit C
un Q,-coefficient sur X. A C|U<Z> est attaché une représentation de D, sur un Q)-espace
vectoriel C, de dimension finie. Dans le cas * # p, ¢’est la représentation correspondant
a Cly,,, dans le cas * = p cf. [Ked1l, Rem. 4.12]. Cela permet de définir le conducteur
de Swan local Sw,(C) de C en z. Le groupe D, est muni d’une filtration décroissante
IM, X > 0 par des sous-groupes fermés normaux (sous-groupes de ramification en
numérotation supérieure — [S68, Chap. IV]) tels que

. ﬂx>u 199) — ]éu) , Maso ]2(}) =1;
— I, .= I") C D, est le groupe d’inertie et P, := I{"*) C Ig?) le groupe d’inertie
sauvage i.e. le p-Sylow de I(?),

ot on a posé [ := Uy, IV C IW.

Notons C° la I,-semisimplification de C,. Si W C C;® est un sous-P,-module simple
1 0, L # 0. On dit que X est la

A A

pente de W' C;SI:(C " / C;SIJ(C " est donc la somme des sous P,-modules simples de C>® de

non trivial, il existe un unique A > 0 tel que W

pente . Avec ces notations, on pose
Swa(C) = 3 Adim(C5 /),
A>0
Si Sw,.(C) = 0 on dit que C est modérément ramifié en x. Dans le cas * = p, la condition
Sw,(C) = 0 est aussi équivalente au fait que C admet un prolongement logarithmique
en .
Soit X une courbe lisse sur k, X — X sa compactification lisse et C un Q,-coefficient

sur X. Les conducteurs de Swan locaux sont liés a la caractéristique d’Euler-Poincaré
Xe(C) == Yi>0(—1)"dim H!(X,C) par la formule de Grothendieck-Ogg-Shafarevich.

THEOREME 2.14 ([R65], [Ked06, Thm. 4.4.1]). — x.(C) = rang(C)x.(Q) —
2pexix 1(2) Swa(C).

En combinant les Théoremes 2.14, 2.7 et 2.9, on obtient notamment

COROLLAIRE 2.15. — Pour tout Q,-coefficient C sur X et isomorphisme o : Q,=Q,,
C est modéré si et seulement si oC [’est.

Il est parfois commode de globaliser la définition du conducteur de Swan en considérant
le diviseur effectif Sw(C) = 32,5 x SW.(C)[z].

2.6.2. Dimension > 2. — En dimension supérieure, il y a plusieurs définitions possibles
de la notion de modération & 'infini. Soit X < X une compactification normale. Si
* = [ (resp. * = p) on dit qu'un Q,-coefficient C sur X est modérément ramifié en un
point € X \ X de codimension 1 si la représentation de m(X(z)) correspondant a
C| X Lest (resp. si C admet un prolongement logarithmique en x). On dit que C est
modéré le long de X \ X s’il I'est en tout point z € X \ X de codimension 1. Lorsque
X est lisse sur k les conditions suivantes
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— (C(courbe)-modération) Pour toute courbe C' lisse sur k et tout morphisme C' — X,
C|c est modéré;

— (D(iviseur)-modération) Pour toute compactification normale X < X, C est
modérément ramifié le long de X \ X

sont équivalentes et on dira simplement que C est modéré. Lorsque X admet une
compactification lisse X < X telle que X \ X est un diviseur & croisements normaux,
C est modéré si et seulement si il est modéré le long de X \ X ([AE16, §1.2], [Ked18b,

§1.4)).

2.7. Notations / définitions

On notera Cg (X ) 'ensemble des classes d’isomorphismes de Q-coeflicients semisimples
de rang r et Zg,(X) C Co,(X) le sous-ensemble de ceux qui sont irréductibles de
déterminant fini. Tout morphisme de k-variétés f : Y — X induit par pull-back et
semisimplification une application Cq ,(X) — Cg.(Y) que I'on notera encore f*(—)* ou
— 3.

On dira que C,D € C*MT(X ) sont équivalents modulo twists et on notera C ~ D s’il
existe Zp,...,Z, € Ig (X), ar,...,qp, B1,..., B € Q. tels que

C = EBlSiSTZi(ai), D — @19‘92@-(&)-

La relation ~ définit une relation d’équivalence sur Cg_,.(X).

On dira que C € Cg_,.(X) est algébrique si Q¢ est une extension algébrique de Q. Si
o : Q,>Q, est un isomorphisme, on dira que C est o-unitaire si pour tout x € |X|
et pour toute valeur propre « de ¢, agissant sur C,, o(\) € Z .SiCe Cg, .(X) est
og-unitaire pour tout o : Q,=Q, on dira que C est *-unitaire. Si C € Cg_,(X) est
o-unitaire pour tout o : Q,=Q,,, *' # p on dira que C est p’-unitaire.

3. DIMENSION 1

Fixons un isomorphisme Q,—=C.

Soit X une k-courbe propre, lisse, géométriquement connexe, et de genre g. Notons 7
son point générique et K = k(n) son corps de fonctions. Pour z € |X/|, notons Ox,
le complété de I'anneau local de X en x, K, son corps des fractions et t, € K, une
uniformisante. Soit A I'anneau des adeles de K et O := [],¢x| @X,w C A. La théorie
locale du corps de classes assure pour chaque x € | X| l'existence d’un morphisme continu
injectif d'image dense —I’application de réciprocité locale— rec, : KX < m1(K,)® qui
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s’'insere dans le diagramme commutatif exact

| — 0%, K> T 0
1 I, m(K)® — 1 (Oxp) ~ my(z) — 1

ou v, : K — Z est la valuation attachée a x. Les applications de réciprocité locale se
globalisent en un morphisme continu injectif d’image dense —I’application de réciprocité
globale d’Artin rec : K* \ A* — 7 (K)®— qui induit un isomorphisme en passant a la
completion profinie KX/\\AX%WI(K )% et est compatible aux applications de réciprocité
locale au sens que 'on imagine. La correspondance de Langlands pour les corps de
fonctions [Lan67], [LanS70] est une généralisation non-abélienne et en rang supérieur de
la théorie globale du corps de classes.

3.1. Représentations automorphes cuspidales

3.1.1. Définition. — Fixons un caractere fini m;(K)® — C* et notons ¢ : KX\ A* —
C* sa composée avec I'application de réciprocité globale. Pour un entier r > 1, GL,.(A)
agit par translation a droite sur le C-espace vectoriel des applications localement
constantes GL,(K) \ GL.(A) — C. Cette action stabilise le sous-C-espace vectoriel
Cusp, 5 des formes automorphes cuspidales de caractere central § i.e. des applications
localement constantes f : GL,(K) \ GL.(A) — C vérifiant les conditions suivantes.

— GL,(O)-finitude : la GL,(O)-orbite de f engendre un C-espace vectoriel de dimen-
sion finie ;

— Caractere central : Pour tout z € Z(GL,(A)) = A*, f-z2=46(2)f;

— Cuspidalité : Pour toute partition » = r{ 4+ - - - 4+ r4 en entiers r; > 0 induisant un
sous-groupe parabolique standard P, C G'L, de radical unipotent U,,
/ flug)du =0, g€ GL.(A).
Ur (K)\Ur(A)
Comme représentation de G'L,(A), Cusp, s se décompose en somme directe de représen-
tations irréductibles, chacune apparaissant avec multiplicité 1, appelées représentations

automorphes cuspidales. Les représentations automorphes cuspidales sont celles qui ne
proviennent pas (par induction parabolique) de groupes linéaires de rangs inférieurs.

3.1.2. Invariants locaux. — Fixons également un caractere additif non trivial ¥ :
k — C* de sorte que les caracteres additifs non triviaux ¢ : K \ A — C* sont
paramétrés par Q}ﬂk \O (si0#we€e Q}ﬂk, le caractere correspondant est donné par
Y(a) = Yoeix) Y(trr@w(Resz(az - wy)), @ € A — la formule des résidus assure que
K C ker(¢))). Fixons enfin un caractere additif non-trivial ¢ : K \ A — C*. A toute
représentation automorphe cuspidale 7 C Cusp, 5 sont attachés un ouvert dense U, C X
et, pour chaque x € | X/|, une représentation irréductible 7, de GL,(K,), tels que
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— La représentation 7, est non ramifiée (i.e. le sous-C-espace vectoriel des vecteurs
GL,(Ox,)-invariants est de dimension 1) si et seulement si z € |Uy|.

— m est engendré par les vecteurs de la forme ®,¢|x|fz, ou en dehors d’un nombre

fini de z € |Uy|, f. est un vecteur GLT(@XJ)—invariant de 7.

On note m = ®;e| x| Cette décomposition permet de définir pour chaque = € | X| une
fonction L locale L(m,,T) € C((T)), qui ne dépend que de 7, et vérifie une équation
fonctionnelle [GJ72, (3.3)], ou interviennent :

— un conducteur local a(m,v,) = a(m,) + re(,), ou a(m,) € N et ou ¢(¢,) est le
conducteur de 1), i.e. le plus grand entier ¢ tel que ¥, (t;¢) = 1;

— une constante locale €(m,,1,) € C*.

3.1.2.1. — Pour r = 1, 7, coincide avec son caractere central J, et on sait calculer
explicitement L(7m,, T), a(my, V), €(my, ¥,) [Ta67], [Laud7, (3.1.3.2)].
3.1.2.2. — Chaque r-uplet A = (A,...,A,) € C* définit un caractere x,

B.(K,;) — C* du Borel des matrices triangulaires supérieure de GL,(K,) par
xa(b) = DA A\zrir) h = (b; ;) € B,(K,). La représentation induite & GL,(K,)
possede une unique sous-représentation irréductible non ramifiée m,(A) et m,(A) ~ 7, (1)
si et seulement si A et u sont dans la méme orbite sous le groupe symétrique S,. Pour
x € |Uy|, la représentation 7, est isomorphe a une représentation de la forme 7, (A, (7))
et on dit que le uplet non ordonnée {A; .(7),..., A\ .(m)} est 'ensemble des valeurs
propres de Hecke en x. Dans ce cas, on a

1) = 11 le a(ma,thr) = 0, e(me, o) =TT (IF(@)lAie) .

1<i<r 1<i<r

Le théoreme de multiplicité 1 fort de Piatetski-Shapiro [P79] assure que la donnée des
{Mz(m), ..., A z(m)}, © € |Uy| détermine uniquement 7.

3.1.3. Fonction L globale. — La fonction L globale de 7 est le produit infini, convergeant
dans C[[T7],
L(m,T)= ][ L(m,,T"™).
z€|X|
C’est le développement d’une fraction rationnelle de C(T') et il vérifie une équation
fonctionnelle de la forme

(3.1.3.1) L(m,T) = e(m)T* ™ L(%, (|k|T)™")
obtenue comme produit des « équations fonctionnelles locales » [GJ72, (13.8)] avec
(3.1.3.2) a(r) = 3 n(@)a(re,by), e(m) =k I e(ne, ).
ze|X| z€|X|
Remarque 3.1. — La disparition de la dépendance en ¢ dans les termes globaux provient

de Riemann-Roch. Par exemple pour a(r), si 0 # w € Q}ﬂk correspond a ¢ : A/K — C*
on a c(,) = ve(we) et Xpe x| n(T)c(Ve) = Xpeix n(T)ve(we) = 2(1 — g).
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On notera que (3.1.3.2) est bien défini puisque a(m;,¥,) = 0, x € |Uy| et c(v,) =
vz (wy) = 0 en dehors d'un nombre fini de z € | X]|.

3.2. Enoncé

Pour tout r > 1 et tout premier ¢ # p, notons :

— A, : Iensemble des classes d’isomorphismes de représentations automorphes cuspi-
dales de GL,(A) de caractere central fini;

— I ,(n) = lim 7z ,(U) : l'ensemble des classes d’isomorphismes de Q.-
UCX ouvert
coefficients irréductibles de déterminant fini définis sur un ouvert non vide de X.

Pour C € T _,.(n), notons Ue C X le plus grand ouvert sur lequel C est défini.

On dit que 7 € A, et C € Z (1) se correspondent au sens de Langlands, ce que I'on
notera ™ ~ C, si L(m,,T) = L(C,,T), v € Uy NUeg. Si m ~ C, le caractere central de x
correspond & det(C) wvia 'application de réciprocité globale.

THEOREME 3.2 (Correspondance de Langlands; Drinfeld [Dr78], [Dr83], L. Laf-
forgue [L02], T. Abe [A18a])
1l existe des applications inverses l'une de [’autre
Cor

_

Ar $ I@*,T’<n)
telles que pour tout m € A, Ur = U, , et m ~ C. 5 et pour tout C € Ig_,.(n) Uc = Uy, .
et T Cc ™ C.

3.3. Résumé de la preuve

3.3.1. Unicité. — Les conditions de compatibilité pour les facteurs L locaux imposent
que si les fleches existent, elles sont uniques et automatiquement inverses I'une de l'autre.
Pour 7. : T ,(n) — A, c’est le théoreme de multiplicité 1 fort. Pour C; - : A, —
I@M(n), c’est le théoréme de densité de Cebotarev. En démontrant la correspondance
de Langlands pour * = ¢, L. Lafforgue a montré simultanément :

THEOREME 3.3 (Conjecture de Ramanujan-Peterson ; L. Lafforgue [L02, VI.10 (i)])
Pour tout m € A,, les facteurs locaux 7., x € | X| sont tempérés (e.g [L02, p. 224]);
en particulier, pour tout x € Uy, les valeurs propres de Hecke sont de valeur absolue 1.

DoncsiC,_ : A, — I@pﬂ,(n) existe, le Théoreme 3.3 assure que C, . est pur de poids 0

et 'unicité résulte donc de la version tannakienne 2.12 du théoréeme de Cebotarev.
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3.3.2. Rang 1. — Pour x = /, l'existence de la correspondance A, Ig,:(n)

résulte de la théorie du corps de classes. Pour * = p, puisque 1'on dispose déja de
I5 1(U) . Par 2.2, les éléments

I’énoncé pour x = ¢, il suffit de construire Zz ,(U)
Q[71 < Qq:
de T ,(n) sont finis donc p-unitaires. Fixons un ouvert non vide U C X. Le choix des
D> _ o
isomorphismes Q,—C+«-Q, induit une bijection entre caracteres finis de 7 (U) a valeurs

dans @, et & valeurs dans @: . Par ailleurs, Tsuzuki [Ts98, Thm. 4.2.6] a construit
une équivalence de catégories entre F-isocristaux surconvergents p-unitaires de rang r
sur U et Q,-représentations continues de rang r potentiellement non ramifiées de m (U).

Le cas r = 1 de I'équivalence de Tsuzuki donne les bijections I, ,(U) I@p,l(U )
cherchées.
3.3.3. Principe de récurence et formule du produit. — La preuve se fait ensuite par ré-

Co

currence sur 7. Supposons d’abord x = ¢ et avoir construit les fleches A, 1g, v (n)
Ty, —

pour tout " < r. Expliquons d’abord la construction de la fleche 7, _ : I@N, (n) — A,
Fixons C € T, .,(n) et j : Uc — X Dinclusion canonique. On définit 7 = &y s
en prenant pour z € |Ucl|, m, = m,(A,) avec A, le r-uplet des valeurs propres de ¢,
sur C, et pour x € X \ Ue, 7, une induite de type Whittaker avec caracteére central
Xr, = det((j.C)z) o rec,. Il faut montrer que, quitte a modifier 7, aux = € X \ Ue, 7
est automorphe cuspidale. Le point de départ est le théoreme réciproque de Piatetski-
Shapiro [L.02, Thm. B.13], qui assure 'existence d’une représentation automorphe (i.e.
sous-quotient de l'espace des applications localement constantes f : GL,.(K)\GL,(A) —
C) irréductible 7 de GL,(A) telle que 7, = 7., x € |U¢| sous la condition suivante.

(3.3.3.1) Pour tout ' < r et ' € A tel que U, UU, = X, les séries formelles
L(m x 7', T), L(7t x 7', T) sont des polynémes et vérifient I’équation
fonctionnelle (3.1.1) d.e. L(m x 7', T) = e(m x «\T*™™) L(% x %, (|k|T)~")

Pour vérifier (3.3.3.1), il faut utiliser que si C est un Q,-faisceau lisse sur un ouvert dense
j U= X lafonction L L(j,C,T) := [L,e|x| L2(4:C, T) du Q,-faisceau constructible j,C
sur X vérifie une équation fonctionnelle faisant intervenir des invariants locaux similaires
a ceux de 3.1.2.

3.3.3.1. Equation fonctionnelle. — D’apres la formule des traces,

L(.C,T) = T det(l — T|H (X, j.C) D™

0<i<2

ce qui, combiné a la dualité de Poincaré, donne [D73, §10] une équation fonctionnelle de
la forme

(3.3.3.1.1) L(j.C,T) = e(C)T XU OL(j.C, (k|T)™),

faisant intervenir :
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— la caractéristique d’Euler-Poincaré x(j.C) = Z (-1)"dim H(X, 5.C) ;

0<i<2
— la constante globale €(j.C H det( (p\HZ (X j*c))(*l)i“_
0<i<2
3.3.3.2. Invariants locauz. — Par ailleurs, en chaque x € | X| on peut attacher a C :

— un conducteur local a(j.Clx,,,, ¥z) = a(j:Clx,,) + rc(i:), on
aj-Clx,,) = 7 = rang((.C)s) + Sw, (C):

— une constante locale €(j.C|x,,,%.) € C*, qui ne dépend que de j.C|x,,, et ¥,. La
définition de €(j.C|x,,, %) est axiomatique. A tout triplet (S, F,v) formé d'un
trait hensélien S de point générique 1, d'un Q,-faisceau constructible F sur S et
d’'un caractere additif non trivial ¢ : m () — C* on peut associer de fagon unique
une constante €(S, F, 1) € C* qui vérifie certains axiomes (multiplicativité en F,
etc. — [D73, Thm. 4.1}, [Lau87, Thm. (3.1.5.4)]) et qui, si F est de rang 1 i.e.
correspond & un caractére x : m () — Q, , est définie par 3.1.2.1.

3.3.3.3. — (On suppose toujours fixé un caractere additif non trivial ¥ : & — C*).
Contrairement a I’équation fonctionnelle (3.1.3.1), qui est obtenue par produit d’équations
fonctionnelles locales, (3.3.3.1.1) est obtenue par voie globale et il n’est pas évident a
priori que les analogues des relations (3.1.3.2) soient vérifiés par les invariants attachés
a 7,C. La relation
X(5:C) = > n(2)a(Clx,: ¥s)
z€|X|

est la formule de Grothendieck-Ogg-Shfarevich. La relation
€(3.C) = [k T e(iClx,yr v)

z€|X|
appelée « formule du produit » est beaucoup plus difficile. Conjecturée par Deligne [D80a),
elle a été démontrée par Laumon [Lau87, Thm. (3.2.1.1)] comme conséquence du
« principe de la phase stationnaire » pour la transformée de Fourier /-adique sur la droite
affine. Nous renvoyons a I’exposé Bourbaki de Katz [K88] pour une introduction a la
démonstration de Laumon.

3.3.3.4. — Revenons a (3.3.3.1). Par hypothese de récurrence, il existe C' € T, .,(n)
tel que 7’ ~ C’. Des calculs locaux montrent que quitte a tordre m par un caractere
¢ : KX\ A* — C* suffisamment ramifié¢ aux places x € | X \ Ue|, les facteurs L locaux et
les constantes locales de &7 x 7 et £5,C ® j,.C' d’une part et £ 4% x 7 et 15,6 ® j.C’
d’autre part coincident pour tout x € | X|. Donc

Lixm x 7', T) = L(xj.C ® 5.C",T), L(x ‘% x#.T)=L(x "j.C®j.C.T)

sont des polynomes et vérifient (3.3.3.1.1) qui, d’apres la formule du produit 3.3.3.3,
coincide avec (3.3.3.1). Cela montre donc que xm donc 7 est automorphe irréductible. I
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reste a vérifier qu’elle est cuspidale. Sinon, il existerait une partition r =ry + -+ 4+ r;
de r et des représentations 7; € A, non ramifiée sur U, i = 1,..., s telles que

Lx(caT) = Lx(@lgigscmaT)a T e |UC‘
donc, par Cebotarev C ~ @1<i<sCr,, ce qui contredit l'irréductibilité de C.

Remarque 3.4. — L. Lafforgue montre en fait plus, a savoir que si on suppose en outre
que les C; » sont purs de poids 0 alors la conjecture de Ramanujan-Peterson est vraie et
pour tout couple 7 € A,, 7' € A, correspondant au sens de Langlands a C € I@N(n),
¢ € Tg, ()

L(m, x 7, T) = Ly(juF ® j. F,T), , € |X|
@(Wx X W;,%) = a(j*F®j*F/|X(z>:¢x)’
6(77:5 X 71-;77/):5) = E(j*‘F®j*fl|X(m)vww)'

3.3.3.5. Champs de chtoucas. — Pour conclure, il reste a construire la fleche Fy _ :
A, — G, de sorte que les F; . soient purs de poids 0. Cette construction est due a
Drinfeld pour » = 2 [Dr78],[Dr83] et a L. Lafforgue pour r arbitraire [L02]. Leur stratégie
consiste a faire apparaitre Cy . X (fM(l —r) dans la cohomologie essentielle de certains
champs algébriques C'ht, — X x X classifiants des chtoucas de Drinfeld en rang r. Les
calculs cohomologiques se font par comptage des points rationnels et utilisent la formule
des traces d’Arthur-Selberg. Plus récemment V. Lafforgue a donné une autre démons-
tration, dans l'esprit de la correspondance de Langlands géométrique, et qui s’étend
a tout groupe algébrique réductif [VL18|. V. Lafforgue ne calcule par explicitement la
cohomologie des champs de chtoucas mais montre qu’il existe une décomposition cano-
nique indexée par les parametres de Langlands (i.e. Zg, () pour GL,) de I'espace des
formes automorphes cuspidales. Cette décomposition est obtenue comme décomposition
spectrale d’une sous-algebre commutative —l1’algebre des opérateurs d’excursion— de
I’algebre des endomorphismes de ’espace des formes automorphes cuspidales. V. Laf-
forgue n’utilise pas la formule des traces d’Arthur-Selberg; les ingrédients principaux
de sa preuve sont la généralisation des champs de chtoucas de Drinfeld a tout groupe
réductif et a un nombre arbitraires de pattes et ’équivalence de Satake géométrique.
Nous renvoyons aux exposés Bourbaki de Laumon [Lau00] et Stroh [St16] pour une
introduction aux démonstrations de L. Lafforgue et V. Lafforgue respectivement.

3.3.3.6. Le cas * = p. — La preuve de la correspondance de Langlands pour les F-
isocristaux surconvergents suit de tres pres la stratégie esquissée ci-dessus. Il s’agit
essentiellement de montrer que le formalisme de la cohomologie (-adique se transpose
au cadre de la cohomologie rigide. Cette prouesse technique est menée a bien par
Marmora [MO08] (définition des facteurs e locaux), Abe-Marmora [AM15] (formule
du produit), Abe [A18a] (principe de réccurence), [A18b] (construction de la fleche
Cp— 1 A — prjr(fr]), formalisme des 6 opérations pour les D-modules arithmétiques sur
les champs) et repose sur les contributions de nombreux auteurs, notamment Berthelot,
Caro, Crew, Kedlaya, etc. Nous renvoyons aux introductions de [AM15] et [A18b] pour
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une synthese des développements de la théorie des F-isocristaux surconvergents et des
D-modules arithmétiques.

3.4. Premiéres conséquences

Soit encore X une courbe propre, lisse, géométriquement connexe sur ket j : U — X
un ouvert dense.

3.4.1. Finitude. — Les relations de la Remarque 3.4 impliquent en particulier que si

m~C,

SW(C) = 3 (r—rang(C:))[e] + Ar(r) = 3 (r— deg(L(m,, T)~)[e] + Ar(r) = Ar(r),
z€|X]| ze|X]|

ou l'on a noté Ar(m) := X, x| a(ms, ¥,)[7] le conducteur d’Artin de 7. Pour tout diviseur
effectif D C X a support dans X \ U, notons Zg (U, < D) C I _,(U) le sous-ensemble
des Q,-coefficients C tels que Sw(C) < D.

COROLLAIRE 3.5. — L’ensemble I (U, < D)/ = est fini.

Démonstration. — Notons m € A, la représentation correspondant a C. Puisque Ar(m) <
Sw(C) < D, Ar(m) ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. Par ailleurs; il n’y a
qu’un nombre fini de représentations automorphes cuspidales irréductibles de caractere
central et de conducteur d’Artin fixés. Plus précisément, a 7 est attachée une droite —
la droite « essentielle » — [ C 7, caractérisée par le fait que son fixateur sous GL,(A)
est un sous-groupe compact ouvert K, C GL,(A) [JP81]. Le sous-groupe K ne dépend
en fait de m que via Ar(m). Or d’apreés Harder, Gelfand, Piatetski-Shapiro [Lau87,
Thm. 9.2.4], pour tout sous-groupe compact ouvert X C GL,.(A), il n’y a qu'un nombre
fini de représentations automorphes cuspidales irréductibles de caractére central fixé
possedant un vecteur K-invariant. [

3.4.2. Conjecture des compagnons en dimension 1. — On déduit de la correspondance
de Langlands 3.2 et de la conjecture de Ramanujan-Peterson 3.3 la Conjecture des
compagnons 1.1 lorsque X est une courbe. Dans 1.1 b), on peut prendre pour Q¢ le
compositum de Q(4/|k|) et du corps de rationalité de 7¢ (qui est un corps de nombres).

COROLLAIRE 3.6. — ([L02, Thm. VIL.7], [A18b, Thm. 4.4.1]) La conjecture 1.1 est
vraie si X est une k-courbe. De plus, pour tout x € |X|, L.(j.0C) = oL.(j.C),
a(j*UC\X@)?%) - a(j*C’X(I)a¢x); E(j*UC‘X(Iwa) - €(j*C\X(z),¢x) (dO?’LC SWI(UC) =
Sw,(C) ).

COROLLAIRE 3.7. — Soit 0 : Q,=Q,, un isomorphisme. Tout C € Cg_.(U) admet un

a-compagnon oC € Cg , (U).

Démonstration. — On peut écrire C = B1<;<,C; = @199(@%))@;1) avec C; irréductible,

¢ irréductible de déterminant fini et o; € Q. et donc poser 0C = By i<, 0 (C*) @ ).
]
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3.4.3. Tests ponctuels. — Soit P I'une des propriétés suivantes : algébrique, pur de
poids 0, p/-unitaire, etc. Comme 1’a observé Deligne, sur une k-variété X connexe, il
suffit quun Q,-coefficient vérifie P en un point pour qu’il vérifie P partout.

COROLLAIRE 3.8 ([D12, Prop. 1.9]). — Soit X wune k-variété connexe. Un Q,-
coefficient C posséde la propriété P si et seulement s’il existe x € | X| tel que C posséde
la propriété P en x.

Démonstration. — Supposons d’abord que X est une courbe lisse connexe. On peut
supposer C irréductible et écrire ¢ = (C@)@™) avec C@ ¢ T5. ,(X). Dapres le
Corollaire 3.6, C(® vérifie P. En testant en x, on voit que a vérifie P aussi et on a gagné.
Dans le cas général, pour vérifier P, on peut remplacer (X,C) par (Y,C|§?) ou Y — X
est un morphisme surjectif quelconque de k-variétés. Il suffit donc d’observer que pour
tout x, 2’ € | X|, on peut construire une suite de morphismes de k-variétés f; : C; — X,
i =0,...,n telle que C; soit une courbe lisse connexe, f;(C;)N fi11(Ciy1) # 0, x € fo(Co),
' € f(Cy) (e.g. [KerS09, Prop. 2.3]). O

Cette observation permet déja de montrer la pureté et la p’-unitarité en dimension
supérieure donc, en particulier, d’établir la Conjecture 1.1 a). L’argument suivant est
da a Kedlaya [Ked18b, §3.1]; il s’applique uniformément aux cas * # p, * = p. Dans le
cas * = £, on pourrait invoquer directement la variante quasi-modéré du Théoreme de
Bertini 6.1 que 'on verra un peu plus loin.

COROLLAIRE 3.9. — Soit X une k-variété normale. Tout C € I .(X) est pur de
poids 0 (donc algébrique) et p’'-unitaire.

Démonstration. — D’apres le Corollaire 3.8 et 2.3.2 appliqué a 'ouvert de lissité de X
(il est non vide puisque k est parfait), on peut supposer que X est lisse sur k. Il suffit
de montrer 1’énoncé apres extension finie des scalaires. Par 2.6, on est ramené au
cas o C est irréductible. Toujours d’aprés le Corollaire 3.8, il suffit de montrer que,
quitte a remplacer k par une extension finie, on sait construire une k-courbe lisse C'
et un morphisme C' — X tels que C|¢ est encore irréductible i.e. H*(C,C ® CV) est
de dimension 1. Puisque par hypotheése H°(X,C ® CV) est de dimension 1, il suffit de
construire C' — X de sorte que le morphisme induit H°(X,C®C") — H(C,C®C") soit
un isomorphisme. Par le Lemme 3.10 ci-dessous, il suffit de construire un morphisme de
k-variétés f: X — S, lisse de dimension relative 1 et admettant une section [ : S — X
tel que C|g soit trivial. La encore, quitte a remplacer X par un ouvert, on peut supposer
que X admet un morphisme étale fini g : X — A}. Fixons = € |X]|. Soit e : Y — A7
I’éclatement de A7 en g(z) et h: Y — P! la projection de centre g(z). Le morphisme
[ X xan YV — P7~! convient. O

LEMME 3.10. — Soit X une k-variété lisse, C € Cg (X) et f: X — S un morphisme
lisse admettant une section [ : S — X tel que C|s soit trivial. 1l existe alors un ouvert
dense U C S tel que pour tout s € S, le morphisme induit H°(X,C) — H°(X,,C) est
un isomorphisme.
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Démonstration. — On peut supposer C irréductible non constant donc, en particulier,
H°(X,C) =0 (H°(X,C) définit toujours un sous-objet constant de C) et il faut montrer
que H°(X,,C) = 0. Quitte a remplacer S par un ouvert dense U C S et X par f~(U)
(cf. 2.3.2), on peut supposer que f.C existe dans la catégorie des Q,-coefficients sur S
et commute a tout changement de base. Par adjonction, le morphisme f*f.C — C
est injectif. Si ¢’était un isomorphisme, en appliquant [*, on aurait f.C ~ [*C donc
0= H°X,C) = HS, [*C) # 0 : contradiction. O

4. SQUELETTES

Soit () une extension algébrique de Q.. On peut formaliser 'idée consistant a associer a
un @Q-coefficient la famille de ses restrictions aux courbes sur X en introduisant la notion
de @-squelette. Cette notion est utilisée par Drinfeld [Dr12] et en filigrane dans [D12]
mais la terminologie est introduite dans [EKer12] et attribuée a Kindler.

4.1. Squelettes

Notons Cu(X) I'ensemble des couples (C,¢), ou C est une courbe lisse sur k et
¢ : C — X un k-morphisme. On appelle )-squelette de rang r tout élément de
I'égaliseur Sp,(X) défini par le diagramme ci-dessous, ou les fleches sont les fleches
évidentes — composées des fleches de restriction et semisimplification.

Sor(X)—= J] Cow(@)=—= I Caor((CxxC")rea)
. CeCu(X) C,CreCu(X)

Cor(X,Q)

On prendra garde que si X est de dimension > 2 il n’est pas du tout clair qu'un

Q,-squelette provienne par extension des scalaires d'un Q-squelette pour @) une extension
finie de Q, dans Q,.

4.1.1. — Pour tout =z € |X|, lapplication x, : Cg,(X) — P.(Q) de 2.5.1 s’étend &
So.-(X) de la fagon suivante. Pour chaque = € |.X| on se fixe une courbe C,, € Cu(X) telle
que C, — X est une immersion fermée au voisinage de x; I'application x, : Sg,(X) —
P.(Q) qui a C = (Cc)cecux) € So.(X) associe x5 (C) := x2(Cc,) est alors bien définie,
injective et vérifie x, o Sq = x,. En particulier, d’apres la version tannakienne 2.12) du
théoréme de Cebotarev, 'application Sq : Co.,.(X) — Sg.(X) est injective.

4.1.2. — On définit encore le corps des traces Q¢ d’'un @)-squelette C comme la sous-Q-
extension de () engendrée par les coefficients des x,.(C,T), x € | X| (de fagon équivalente,
par les Q¢.., C' € Cu(X)). On dira qu'un @)-squelette C est t-pur de poids w, (resp. pur
de poids w, resp. algébrique, resp. o-unitaire, etc.) si les Co, C' € Cu(X) le sont. On
étend également de facon évidente aux Q,-squelettes la notion de o-compagnons. On
définit enfin, toujours de facon évidente, la somme directe de deux squelettes et on
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dit qu'un squelette est irréductible s’il ne peut s’écrire comme somme directe de deux
squelettes non nuls.

4.1.3. — On dira qu'un @-squelette C est modéré si les Co, C' € Cu(X) le sont. On
définit I'image inverse f*C (ou Cly) d'un @-squelette C par un k-morphisme f:Y — X
par

(f*C)(ce) = Cic,p09), (C, 0 € Cu(Y))

et on dira que f : Y — X modere C si f*C est modéré.

4.2. Squelettes géométriques

4.2.1. — Par définition, tout ()-coefficient provient par extension des scalaires d’une
extension finie de Q, dans (. Dans le cas x = £, cette propriété est automatiquement
vérifiée par les (Q-squelettes dont le corps des traces est une extension finie de Q. C’est
un cas particulier du lemme galoisien suivant, pas tout a fait formel formel puisqu’il
utilise la structure du groupe de Brauer d’un corps f-adique.

LEMME 4.1 ([Dr12, Lem. 2.7]). — Soit K un corps complet pour une valuation discréte
de corps résiduel quasi-fini et K' un sous-corps d’une cloture algébrique K de K. Soit
I un groupe opérant de fagcon semisimple sur un K -espace vectoriel de dimension r et
dont les traces sont contenues dans K. Si r!|[K': K| la I'-représentation V' est définie
sur K'.

4.2.2. — On rappelle qu’une altération f : Y — X est un morphisme propre, surjectif
et génériquement fini.

THEOREME 4.2. — Si x # p (resp. x = p) tout Q,-coefficient sur X est modéré par un
revétement étale conneze (resp. une altération génériquement étale).

Démonstration. — Si * = £, c’est une conséquence élémentaire de la description ga-
loisienne. En effet, C provient par extension des scalaires d'un Z)-faisceau lisse Hj,
ou Z est I'anneau des entiers d’une extension finie (), de Q, dans ). En notant \
I'uniformisante de Z, on peut prendre le revétement étale trivialisant H,/\. Dans le cas
% = p c’est un théoreme difficile de Kedlaya [Ked18a, Thm. 2.4.4]. O

L’existence de compagnons f-adiques montre a posteriori que tout @p—F—isocristal
surconvergent est aussi modéré par un revétement étale connexe (cf. 7.1).

4.2.3. — Dans le cas * = £, la description galoisienne nous dit méme que si Q) est
une extension finie de Q, pour tout C € Cg, (X) il existe une famille de revétements
galoisiens X,, — X, n > 1 (les revétements étale trivialisant H,/A™ pour H, comme
dans la preuve de 4.2) tels que

(4.2.3.1)  Pour tout z € | X,|, x.(C,T)= (1 =T)"[A\"], n > 1;
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(4.2.3.2)  m(X)/II est un groupe virtuellement pro-¢, topologiquement de type fini, ot
II .= m T (Xn)
n>1

4.2.4. — On dira donc qu'un Q-squelette C est 1-géométrique si pour tout sous-schéma
Y C X il existe une altération génériquement étale Y’ — Y qui modeére C et on notera
Sl;,geom(X ) C Sg.,(X) le sous-ensemble correspondant. L’application de restriction
canonique Sq : Co..(X) — Sg.(X) se factorise donc via Sq : Co,(X) — Sg L™ (X).

Si % = £ on dira qu'un @-squelette est géométrique s’il vérifie 4.2.3 pour une extension
finie Qx de Q; dans @ et on notera S5, (X) C S, 0.2 (X) le sous-ensemble correspon-
dant. L’application de restriction canonique Sq : Cg . (X) — Sg.(X) se factorise donc
via Sq : Co,r(X) = Sgy(X).

L’invariance du conducteur de Swan par passage au compagnon dans 3.6 montre que
le o-compagnon d’un Q,-squelette 1-géométrique est encore 1-géométrique.

5. FINITUDE DU CORPS DES TRACES
Soit X une k-variété normale.

THEOREME 5.1 (Deligne; [D12, Thm. 3.1]). — Pour tout C € "%ﬁeom(){) algébrique,
Q¢ est une extension finie de Q.

Puisque d’apres le Corollaire 3.9 tout C € I@*’T(X ) est automatiquement algé-
brique et p/-unitaire (donc, si * = p, admet des compagnons squelettiques ¢-adiques
1-géométriques), ceci établit I’énoncé de finitude 1.1 b) dans la conjecture des compa-
gnons.

5.1. Stratégie de la preuve du Théoréeme 5.1

Pour N > 1, notons QCSN C Qc la sous-Q-extension engendrée par les tr,(C) :=
tr(¢.|Cs), x € X(ky), n < N.

5.1.1. — Complexité. Si X est une courbe lisse sur k on note b(X) := dim H!(X, Q)
(la formule des traces assure que b(X) ne dépend pas de {(# p)). Soit C € Cz (X).
D’apres le Théoreme 4.2, il existe un revétement étale connexe X' — X qui modere C.
Notons

b(C) := min{b(X’) | X' — X revétement étale modérant C},

auquel on pensera comme a une mesure de la « complexité » de C.



1156-25

5.1.2. — La premiere partie de la preuve consiste a rendre effectif ’énoncé de fini-
tude 1.1 b) dans la conjecture des compagnons pour les courbes. Soit X une courbe
affine, lisse, géométriquement connexe sur k et C € C@*’T(X ). Deligne montre que Q¢
est engendré par les tre(z), © € X (k,) pour n < N(C) avec N(C) = Olog%(b(C)), ol
10g|+k| est la fonction sup{0, log, k‘} et les constantes dans O ne dépendent que de r. Cette
étape repose sur un subtil argument de poids utilisant le Corollaire 3.6 et qui sera décrit
en détails au paragraphe 5.2 ci-dessous.

5.1.3. — En raisonnant par induction sur la dimension de X, on voit qu’il suffit de
prouver le Théoreme 5.1 pour un ouvert non vide U C X. On peut donc supposer
que X est irréductible, affine, lisse sur k et munie d’'un morphisme étale ¢ : X — A¢,
et qu’il existe un revétement étale connexe X’ — X qui modere C. Etant donné
r € X(k,), Deligne montre qu’on peut construire une courbe C, — X € Cu(X)
et un point ¢, € C(k,) au-dessus de z tels que b(Cc,) = O(nP), ol les constantes
dans O et 'entier D ne dépendent que de X’ — X. Il existe donc un N explicite ne
dépendant que du rang de C et de X’ — X tel que sin > N, on a n > N(C¢,) pour
tout x € X(k,). Par 5.1.2, tr,(C) est donc dans I'extension de Q engendrée par les
tr,(C), y € Cp(km), m < N(Ce,) <n — 1 (donc a fortiori dans Qz"~'). Une récurrence
immeédiate implique donc Q) = QEN . Pour construire les courbes C, en controlant la
complexité des Ce,, Deligne utilise un cas particulier d'un théoreme de Bombieri-Katz
qui donne une majoration effective de b(C') lorsque C' est une courbe affine, lisse (mais
non nécessairement connexe) sur k en fonction du degré et du nombre d’équations
définissant un plongement affine C' — AJEV . Le théoreme de Bombieri-Katz repose entre
autres sur des arguments p-adiques de Dwork (et [D80b]).

5.2. Version quantitative de ’énoncé de finitude 1.1 b) pour les courbes

On suppose ici que X est une courbe affine, lisse, géométriquement connexe sur k.

5.2.1. — Soit C € C5,,(X) et f: X' — X un revétement étale qui modere C. La
composée

mi(x.c) 5 (X, 0) M HI(X.C)

est la multiplication par le degré de f : X’ — X donc f* : H(X,C) — H}(X',C)
est injective et d’aprés Grothendieck-Ogg-Shafarevich dim H!(X,C) < rb(X’). D’ou
dim H!(X,C) < rb(C).

5.2.2. — Soit F,§ € Cg_,(X). Notons
Ny := No(F, G) := 2logjy (2r*b(F © G)), N := N(F,G):= |No] +2r,

ou |—] est la fonction partie entiére.

PROPOSITION 5.2. — Si tr,(F) = tr,(G), x € X(k,), n < N alors F ~G.
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Démonstration. — Avec les notations de 2.6 on peut décomposer F, G comme suit :

F = Brn«(Sa @ priwLa), G = BPnta)«(Sa @ proLe),

ac€A acA
ou, pour tout a € A,

— 8, est un Q,-faisceau lisse, de rang r,, irréductible et de déterminant fini sur Xn(a);
— Si on note S! le translaté de S, par ¢, les S, i = 1,...,n(a) sont des Q,-faisceaux
lisses irréductibles sur Xz deux a deux non isomorphes ;

— L, L] sont des Q,-faisceaux lisses irréductibles sur Spec(kn(q)) et 'un au moins
est non nul.

11 suffit donc de montrer que £, = L, a € A.
Puisque S! est un facteur direct de F ou de G, on a b(S! & S7) < b(F @ G). On note
A(n) l'ensemble des a € A tels que n(a)|n.

LEMME 5.3. — Sin > Ny, les fonctions

tai: X(k,) — Q ,i=1,...,n(a), a € A(n)
T = tr(S))

sont linéairement indépendantes sur Q,.

Démonstration. — D’apres le Corollaire 3.6, les fonctions ¢,; sont a valeurs dans un
corps de nombres ) C Q,. Fixons un isomorphisme ¢ : Q,—~C et montrons que les
toi = tla;, i =1,...,n(a), a € A(n) sont « presque orthogonales » dans L*(X(k,),C).
Toujours d’apres le Corollaire 3.6, S: est t-pure de poids 0 donc 7, ; est la fonction
associée au faisceau dual de S et
(taistog) = > tro(Hom(S],80)) = D (=1)" tr(¢"|H! (X, Hom(S], S)),
z€X (kn) u>0
ol la seconde égalité est la formule des traces. On a
— H%X,Hom(S},S%)) = 0 puisque X est affine;
— Les valeurs propres o de ¢ sur H!(X, Hom(S}, SH)) vérifient |of < |k|Z puisque
Hom (S}, S!) est t-pur de poids 0 [D80b, Thm. (3.2.1)];
— Par dualité de Poincaré, H?(X, Hom(S],S!)) ~ Hom(S; |, Sg|XE)V(—1).
Dot & (Lo, to;) = O(asi) v |E|™ + C(a7i)7(b7]’)|k|% avec, en utilisant 5.2.1,
Clai) v < dim HY(X, Hom(S}, S2)) < rarpb(S: @ S).

Supposons maintenant qu’il existe une relation de dépendance linéaire -, ;) Ay jtp; = 0
et soit a,i tels que |1\, ;| est maximal parmi les |¢A, ;|. Quitte & diviser par A, ;, on peut
supposer que A\,; = 1 et [ty ;| < 1. On a alors

0= Z L)\(b’j)<Lt(a7i), Lt(b,j)> = |k3|n + R
(b,5)
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avec

IR < k2 o, Ao [ Clay, o] < |k|§<z(b,j) Ao ) [raTsb(SE @ S}))
< k|3 220(F & G).

En particulier, |R| < |k|™ dés que n > Ny. O

Donc, si pour n > Ny

Z tr(@"|Lo)tai(x) = tre(F) = tr(G Z tr(e"|L)tai(z), =€ X(ky),

on a nécessairement tr(¢"|L,) = tr(¢"|L.), a € A(n). Fixons a € A. Comme L,, L,
sont de rangs < [r/n(a)], il y a au moins |2r/n(a)| entiers n tels que [ Ng| +1 <n <
N = | Ny| + 2r et n(a)|n. Notons A, I'ensemble des valeurs propres de ™ agissant
sur L, @& L) et, pour A € A,, notons my, m, sa multiplicité dans £,, £ . On a donc, en
posant M := | Ng/n(a)| + 1,

7 (ma = m)AYNTTM = 3" (my —m\)AN" =0, n=M,..., M+ [2r/n(a)|

AEA, AEA,

alors que |A,| < |2r/n(a)]. Donc, par Vandermonde, my = mj, A € A,. O
COROLLAIRE 5.4. — Pour tout C € CfN(X) algébrique, Q5 = Q.

Démonstration. — Soit E une extension galoisienne de @Q contenant ()¢. Pour tout
o € Gal(E/Q3"), notons encore o € Gal(Q,/Q5") un prolongement de o. D’aprés le
Corollaire 2.11.a), det(1 — ¢T|H} (X, C)) = det(1 — pT|H}(X, 0C)) (en effet, puisque C
est semisimple, on peut supposer qu’il est irréductible donc, d’apres les Théoreme 2.3
et Corollaire 3.6, t-pur de poids w). Donc Ny := Ny(C) := Ny(C,0C), N := N(C) :=
N(C,0C) ne dépendent que de C et pas de . Par définition, o tr,(C) = tr,(cC), x € | X]|
donc en particulier, tr,(C) = otr,(C) = try(cC), z € X(k,), n < N. D’apres la
Proposition 5.2.2 on en déduit C ~ ¢C donc o tr,(C) = tr,(cC) = tr,(C), x € |X|. O

5.3. Preuve du Théoréme 5.1

Soit X une variété irréductible, affine, lisse sur k£ et munie d’un morphisme étale
¢ : X — AY génériquement de degré § et C € Sy 1 geOm(X ) modéré par un revétement
étale connexe f : X' — X ; en particulier, avec les notations de 5.2.2, b(Cer) = b(C"),
C’ € Cu(X’). On va montrer qu’il existe un entier N > 1 ne dépendant que du rang
de C, de f et de ¢ tel que pour tout n > N et z € X (k,), tr,(C) est dans 'extension
de Q engendrée par les tr,/(C) 2’ € X (k,), n’ < n. Fixons x € X (k,).
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5.3.1. Construction. —

LEMME 5.5. — Il eziste un k-morphisme f, : Al — A4 défini par des polynomes
fi,---y fa de degré < n —1 et un point ' € A}(k,) tels que f.(z") = ¢(z).

Démonstration. — Fixons un générateur de 'extension k, /k, que 1'on voit comme un
kn-point 2’ de Aj. Notons ¢(z)1,...,¢(z)s les coordonnées de ¢(x). On peut prendre
pour f; le polyndéme d’interpolation

ITCCRE | ettty 0

oe€Gal(kn /k) T;écf( ' ( /))

Considérons le diagramme suivant, ou L] signifie que 1'on choisit une composante
connexe du produit cartésien

¢ P ¢

C, —=aL  Cp—2-al, Ot on Al

ifx °d J{fﬂc lfm °d lfz J{fz °d lfz °O ifz

d o _
X B Xo— A XX Al

¢
et
— (4 est la composante connexe de X X A}, contenant ¢ = (x,2).

— kg, est le corps des constantes de C,,. Comme C,, posséde un k,-point et ¢ : C,, — A}
est étale génériquement de degré < ¢, d, est < d et divise n.

— O (resp. X°) est la composante connexe de Cyy, (resp. Xj, ) contenant c (resp. z).

La courbe C% ainsi construite est lisse, géométriquement irréductible sur k4, et on va
. . . . . . o . .
pouvoir appliquer 5.2.2 a Cco en utilisant le revétement f, : Cx,ff — €% qui modere Ces.

5.3.2. Estimation de b(C";). —

THEOREME 5.6 ([Bo78], [K01, Cor. of Thm. 1]). — Soit K un corps algébriquement
clos et V-— Al un sous-schéma fermé défini par A équations polynomiales Fi, ..., Fa
de degré < D. On a

o.(V) = dim H*(V,Q,) = O(2*(AD)"™).

u>0

Démonstration. — (Esquisse) Bombieri, en utilisant des méthodes p-adiques de
Dwork [Dw60] et la théorie des poids de Deligne wia [D80b, (3.3.4)] montre que
Ixe(V)| = O((4D)"*4). Katz en déduit par dévissage l’estimation de 1’énoncé. Plus
précisement, notons o(V') := Y_,5¢dim H*(V, Q). En utilisant la suite exacte d’excision
pour la cohomologie & support compact et o.(AY) = 1, on obtient

0o(V) S 0o(A \ V) = oAk \ V),
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ou 'égalité de droite résulte de la dualité de Poincaré puisque Ak \ V est lisse. Puis
par la suite spectrale de Mayer-Vietoris pour le recouvrement de A% \ V par les ouverts
U= AL[FY,i=1,..., A,
oA\ V)< > > o(Uy N---NU;;)
1<j<A1<iy <-<ij<A
avec
U,N---NU;, =V(1—ZF, --- F;,) C A}
une hypersurface lisse irréductible définie par une équation de degré < 1+ Dj. Par le
théoréme de Lefschetz affine faible de Katz [K93, 3.4, pour toute sous-variété X C A%
lisse, connexe de dimension d il existe un hyperplan H C A% tel que V N H est encore
lisse, connexe et de dimension d — 1 et

HY(V,Q)) — H(VNH,Q)

est un isomorphisme pour ¢ < d — 1 et injective pour ¢ = d donc, en particulier
o(V)<o(VNH)+ (=1)4x(V)—x(V N H)). On conclut par induction en observant
que si V est définie par A équations de degré < D dans A%, V N H est encore définie
par A équations de degré < D dans H ~ Al O

Remarque 5.7. — Lorsque V est lisse, 0.(V) = (V) donc le théoreme de Bombieri-
Katz donne en particulier une majoration du nombre de composantes connexes de V..
Dans le cas ou V est une courbe lisse (qui est celui qui nous intéresse), on a x.(V) =
|To(V)|(1 — b(V)) mais méme dans ce cas, il ne semble pas qu’on sache estimer |m(V)]
autrement que par le dévissage de Katz.

T é . . . . . .
— Comme X} = Xj = A? est affine, il se factorise via une immersion fermée

/ d+d’
X4

|

d
Ay
définie par une famille de A" equations de degré < D’;
— Le graphe Graph(f,) — Ag“ de f, est défini par d équations de degré <mn —1;

— Le produit fibré X7 X 4 A}g, qui est aussi l'intersection des images inverses de
k

X: C A% et Graph(f,) C AT dans A% est donc défini par A = A’ +d
équations de degré < max{D’,n — 1}.

Pour n > D', on a donc
b(oalcl_c) < b(X;% X AN Ai) < 2A6(3 + An>d+d’+2‘
k
On en déduit, avec les notations de 5.2.2,

N(Cer,) < |2log], |(2r*b(CL))]) + 2r = O(log(n)).
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ou les constantes dans O ne dépendent que du rang de C, de d et de ¢. Il existe donc
un entier N ne dépendant que du rang de C, de f et de ¢ tel que, pour n > N et pour
tout x € X(k,), n/d, > N(CC;%). D’apres 5.2.2, tr,(Coo) = try(C) est dans I'extension
de Q engendrée par les tr,(Cce), pour y € C5(kam), m < N(CC;I;) < n/d,. Cette
extension est évidemment contenue dans celle engendrée par les tr,(C), v € X(kn),
m < de(CC;r) <n.

5.4. Espaces de modules et finitude

Nous avons choisi de présenter la preuve originale de [D12] pour le plaisir de mentionner
le joli résultat de Bombieri-Katz. Deligne a cependant donné une variante de son
argument, en mesurant plutot la complexité d’un Q,-coefficient C sur une courbe X par
I'invariant

bt (C) :=2(g + deg Sw(C)) + 1.
Cela lui permet d’utiliser la notion de « systéme exhaustif de courbes » dont la construc-
tion est élémentaire — [EKer12, Lem. 6.5] plutét que d’invoquer le résultat de Bombieri-
Katz. Ce faisant, il amplifie également 5.1 (pour % # p; le cas * = p s’en déduisant
par le Théoreme 7.2 — ¢f. 7.1) comme suit. Soit X une variété lisse, géométriquement
connexe sur k, X < X une compactification normale et D < X un diviseur de Cartier
effectif de support dans X \ X. On note S5, (X, < D) C &, ,.(X) le sous-ensemble des

Q-squelettes C de rang r a ramification bornée par D i.e. tels que
Sw(Ce) < ¢ D, (C,¢) € Cu(X).
Ici ¢ : C' — X est 'extension de ¢ : C' — X & la compactification lisse C' < C de C.

THEOREME 5.8 (Deligne — [EKer12, Thm. §7]). — Il existe une variété (donc de
type fini) So,(X,< D) affine sur Q telle que pour tout premier £ # p, Sg,(X, <
D)(Q) = Sg,.(X,< D) et Irr(So.(X,< D)) = S,,(X,< D)/~. En particulier,
S@N(X, < D)/~ est fini, indépendant de (.

Ce résultat est détaillé dans [EKer12]. Décrivons-en brievement les idées.

Notons P x <y = Il<nloex@,) Pr et Pox = Ilu>1Ileex@,) Pr- Construisons
d’abord Sg (X, < D) lorsque X est une courbe lisse, géométriquement connexe sur k et
en prenant pour X — X sa compactification lisse. En ajustant I'argument de 5.2.2, on
obtient essentiellement le méme énoncé en remplagant b(—) par b*(—). Notamment, en
posant Np := [4r?logjy (2r°b™(D))] Vapplication produit des x, : Cg, .(X) — P.(Qy),
x € X(ky), n < Np induit une application injective

Cg,, (X, < D) = Prany, (Qp).

Par ailleurs, d’apres le Corollaire 3.5, SfN(X ,< D)/ =~ est fini. Fixons un systéme de
représentants de la forme C; @ - - ®C; avec C; € (g, ., (X) irréductible de determinant fini.

Un tel représentant définit un morphisme fini G*, g P, <n, 3> qui envoie (ay, ..., as)

sur le uplet . (C*V) -+ - x4 (CL*)), z € X (ky), n < Np. Notons S5 (X, <D)CP, .y 5
la réunion des images de ces morphismes. Par 3.6 et un petit argument de descente,
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S@T(X , < D) est en fait défini sur Q et vérifie par construction les propriétés souhaitées.
Pour X de dimension supérieure, on définit Sg (X, < D) comme le produit cartésien

SQJ’ (X’ < D) ]P)T,X s

| D i
[Tic.)ecux) Sor(C, < ¢* D) — [l (cp)ecucx) Pro

ou les morphismes sont les morphismes naturels. Le point délicat est de montrer que
So.r(X, < D) est de type fini. Pour cela, I'idée est de construire (C, ¢) € Cu(X) tel que
le morphisme naturel Sg (X, < D) — Sg,(C, < ¢*D) soit une immersion fermée. En
fait, Deligne construit un systéme projectif (le systéme exhaustif de courbes évoqué plus
haut) (Crit, Gni1) = (Ch, ¢p) dans Cu(X) tel que Cy,(ky) — X (k) et b (¢, D) = O(n),
n > 1. Pour n suffisamment grand, (C,, ¢,,) convient.

Remarque 5.9. — Esnault a étendu le Théoreme 5.8 au cas ou X est normale [E17,
Thm. 3.1].

6. UN THEOREME DE BERTINI (GALOISIEN)

Lorsque X est lisse, pour réduire 1.1 ¢) au cas des courbes, Drinfeld utilise une variante
« quasi-pro-£ » du théoréme de Bertini [Dr12, Thm. 1.15, Prop. 1.17] qui, modulo I'astuce
de Frattini, est en fait une conséquence du théoreme d’irréductibilité de Hilbert. Drinfeld
démontre aussi une variante modérée du théoréeme de Bertini [Dr12, App. C] en utilisant
le théoréme de Bertini-Poonen sur les corps finis. Telle qu’énoncée dans [Dr12, App. C],
la variante modérée de Drinfeld ne suffit cependant pas a démontrer 1.1 ¢) car elle
ne permet pas de controler la « petite » partie sauvage de l'inertie. Le Théoreme 6.1
ci-dessous en est une variante « quasi-modérée », due a Tamagawa, et qui remédie a
ce probleme. Nous avons choisi d’utiliser ce résultat, plus puissant et plus simple a
manipuler que la variante ¢-adique utilisée par Drinfeld.

Soit X une k-variété normale connexe et X — X une compactification normale. On
dit qu’un revétement étale connexe X’ — X est modérément ramifié le long de X \ X
si chaque point z € X \ X de codimension 1 est modérément ramifié dans 'extension
correspondante de corps de fonctions k(X"’)/k(X) et qu'un revétement étale X’ — X est
modérément ramifié le long de X \ X si chacune de ses composantes connexes l'est. Les
revétements étales modérément ramifiés le long de X \ X sont classifiés par un quotient
T (X) = 7(X, X \ X); notons K (X, X \ X) := ker(m(X) - 7t (X, X\ X)). La encore,
si X est lisse sur k et si X’ — X est un revétement étale, les conditions suivantes :

— (C(courbe)-modération) Pour toute courbe C' lisse sur k et tout morphisme C' — X,
le revétement X' X x C' — C est modéré;

— (D(iviseur)-modération) Pour toute compactification normale X — X, tout point
z € X \ X de codimension 1 est modérément ramifié dans 1'extension k(X")/k(X)
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sont équivalentes et on dira simplement que X’ — X est modéré. Lorsque X admet une
compactification lisse X — X telle que X \ X est un diviseur a croisements normaux,
X’ — X est modéré si et seulement si il est modéré le long de X \ X ([KerS10, Thm. 1.1]).
Les revétements D-modérés sont classifiés par un quotient m;(X) — 74(X) de noyau
K(X) :=ker(m(X) — 7i(X,x)) le sous-groupe fermé (normal) de 71(X) engendré par
les K(X,X \ X), X — X décrivant I’ensemble des compactifications normales de X.
Soit X’ — X un revétement galoisien (donc étale). Supposons que X est géomé-
triquement connexe. Fixons une compactification normale X — X. Soit X — X la

normalisation de X dans k(X’)/k(X). Par construction, le sous-groupe fermé normal
K(X', X"\ X') € m(X') est encore normal dans m(X).

THEOREME 6.1 (Bertini galoisien quasi-modéré ; Drinfeld, Tamagawa — [C18, App.])

1l existe une k-courbe lisse, géométriquement connexe C' et un morphisme f : C' — X
tel que le morphisme de groupes profinis induit m (C) — m(X) — m(X)/K(X', X\ X')
est surjectif et se factorise via m(C) — 7i(C). De plus, pour tout ouvert quasi-projectif
U C X*™ et tout sous-schéma fini réduit S C U, on peut supposer que C' — X est muni
d’une section S — C.

Démonstration (esquisse). — Supposons d’abord X = X’; soit d la dimension de X.
On se rameéne facilement au cas ott X est lisse, quasi-projectif sur k. Ecrivons D := X \ X
comme réunion D = W UD;U---UD, avec Dy, ..., D, — X des diviseurs irréductibles
et W — X la réunion des composantes irréductibles de codimension > 2 et des lieux
singuliers de X et D; U---U D,. Plongeons X dans un espace projectif P?. En utilisant
le théoreme de Bertini-Poonen sur les corps finis [Po04, Thm. 1.2] (¢f. [Dr12, C.3]),
on peut construire des polyndémes homogenes hy,...,hqs 1 € k[Ty,...,T,] de sorte
que C :=V(hy)N---NV(hg 1) est une courbe projective lisse contenue dans X \ W,
intersecte D transversalement, S C C'. Il reste & montrer que si Y — X est un revétement
étale connexe modérément ramifié le long de X\ X, Y x xC' — C est encore un revétement
étale connexe modérément ramifié le long de C'\ C, o C' := CNX. Notons f : Y — X la
normalisation de X dans k(Y)/k(X). Les hypothéses de transversalité et de modération
assurent que Y X+ C est lisse sur k et que Y x x C' — C' est modérément ramifié le long
de C'\ C. La partie délicate consiste & montrer que Y x x C' est connexe. Pour cela, quitte
a remplacer k par sa cloture algébrique dans k(Y'), on peut supposer Y géométriquement
connexe sur k. Il suffit de montrer que Y x+ C' est géométriquement connexe sur k. En
effet, comme Y x+ C' est lisse sur k, cela impliquera que Y x C' est géométriquement
irréductible sur k et donc que Y X x C l'est aussi. Comme la connexité géométrique ne
dépend que de I'espace topologique sous-jacent, on peut remplacer les hq,...,hq_1 par
des puissances donc supposer qu’ils sont tous de méme degré. En composant X — P7
avec un plongement de Veronese, on peut supposer que les hq,...,hg_1 sont linéaires,
ce qui permet de se ramener au théoreme de Bertini générique [Jou83, 6.10, 1), 2), 3)].
Notons Grgy la Grassmanienne des sous-espaces linéaires de codimension d dans P} et
Zw ={(y,L) €Y X Gray | f(y) € L} CY X Grgy la variété d’incidence. 1l suffit de
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montrer que la projection p : Zy- — Grgy est géométriquement connexe. Le théoréme de
Bertini générique assure que p : Zy — Grgy, est génériquement géométriquement integre
et dominant, ce qui implique que la partie finie de sa factorisation de Stein est triviale.
Pour le cas général, 'idée est d’utiliser X’ — X pour construire une variété integre X
et un morphisme fini X — X tels que m;(X) — m(X) est surjectif, se factorise via
(X)) —» (X, X \ X) (ot X — X est la normalisation de X dans k(X)/k(X)) et
X — X est étale avec une section Zariski-localement au voisinage de S. On conclut
ensuite en appliquant le cas X = X’ a X. La construction de X — X utilise le lemme
de Krasner et une variante du lemme d’approximation faible. Nous renvoyons a [C18,
App.] pour les détails. ]

Remarque 6.2. — Il n’y a aucun espoir de construire C' — X de sorte que le mor-
phisme 7, (C') — m1(X) soit surjectif. Comme ’a observé Tamagawa [T02, 1.17 (ii)] (cf.
aussi [C18, App., 1.5]), si f: Y — X est un morphisme de k-variétés normales connexes
avec X quasi-affine sur &, le morphisme induit 71 (YY) — m1(X) est d’image ouverte si et
seulement si f: Y — X est dominant (c’est une conséquence de l'existence de la suite
exacte d’Artin-Schreier).

7. THEOREME DE RECONSTRUCTION DE DRINFELD ET
EXISTENCE DE COMPAGNONS /-ADIQUES

7.1. Enoncés

Soit X une variété lisse, géométriquement connexe sur k.

THEOREME 7.1 ([Dr12, Thm. 2.5]). — Soit Q une extension finie de Qq. La fléche de
restriction canonique Sq : Cg.(X) — Sl;geom(X) est bijective.

L’hypothese de régularité sur X est nécessaire. On renvoie a [Drl12; §6] pour des
contre-exemples ou X est supposée normale, avec un unique point singulier.

COROLLAIRE 7.2. — Soit 0 : Q,=Q, un isomorphisme. Le o-compagnon dun Q,-
squelette 1-géométrique o-unitaire est un Q,-faisceau lisse. En particulier, tout Q,-
coefficient irréductible de déterminant fini admet un o-compagnon, qui est encore un
Q,-faisceau lisse irréductible de déterminant fini.

Démonstration. — Soit C un Q,-squelette 1-géométrique o-unitaire. On sait déja qu’il
admet un o-compagnon oC 1-géométrique. D’apres le Théoréeme 5.1, Q,c(= 0Q¢) est
une extension finie de Q. Soit () une extension de degré divisible par 7! de I'adhérence
de Q,¢ dans Q,. D’aprés le Lemme 4.2.1, oC provient par extension des scalaires
d’un @-squelette. On peut donc appliquer le Théoréme 7.1 & oC. De plus, d’apres le
Corollaire 3.9, si C est un Q,-coefficient irréductible de déterminant fini, il est o-unitaire
et son Q,-squelette est 1-géométrique donc il admet un o-compagnon oC qui est un
Q-coefficient de déterminant fini, irréductible par (2.5.3.3). O
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Pour * = p, il résulte alors immédiatement de 5.4 et de I'unicité des compagnons, que,
sous les hypotheses de 5.4, Sfpm(X ,< D)/ = est fini. On peut également amplifier le
théoreme de réduction semistable de Kedlaya (Théoréme 4.2) en remplagant « altération »
par « revétement étale », etc.

7.2. Preuve du Théoréme 7.1

On note Z I'anneau des entiers de () et A une uniformisante. La preuve se fait en
trois étapes. On démontre d’abord que tout ()-squelette géométrique provient d’un
Q-coefficient (Lemme 7.3) puis que tout @Q-squelette 1-géométrique est géométrique
sur un ouvert dense U C X (Lemme 7.4). Enfin, on démontre que si un Q-squelette
1-géométrique coincide avec un @)-coefficient sur un ouvert dense alors c’est en fait
un Q-coefficient (Lemme 7.5). Les preuves de ces lemmes reposent sur la description
galoisienne de la catégorie des Q)-coefficients.

LEMME 7.3. — (d’apres Kerz) La fléche de restriction canonique Cq,(X) — Sg o (X)

e
est bijective.

Démonstration. — Soit C un ()-squelette géométrique de rang r sur X. Il faut construire
un morphisme continu p : 7 (X) — GL,.(Q) tel que det(1—p(p,)T) = x.(C,T), x € | X|.
Comme 71 (X)) /1T est un groupe de Lie f-adique, il est topologiquement de type fini donc
I’ensemble
H := Hom(m(X)/Il,GL,(Z)) = lim Hom(7,(X)/II, GL.(Z/\"))

muni de la topologie induite par le produit des topologies discretes est compact. Pour
x € |X|, notons H, C H le sous-ensemble des représentations p : m(X)/II - GL,.(Z)
telles que det(1—p(w,)T) = x2(C,T). On veut montrer que ¢ x| H. 7# 0. Par compacité,
il suffit de montrer que pour tout sous-ensemble fini F' C |X|, Nyep Hx # 0. D’apres le
Théoreme 6.1, il existe ¢ : €' — X € Cu(X) et une section F' — C' tels que le morphisme
induit 7 (C) — m (X) — 7 (X)/II est surjectif. Soit ¢ € |C| et pe : 1 (C) — GL(Ce.)
la représentation associée a Ce.

K = ker(m (C) — m(X) - m(X)/II) C ker(pc)

Comme Kj; est normal dans m1(C) et que l'action de m1(C) sur Cc. est semisimple,
I'action de Ky sur Ce. est également semisimple. Pour montrer qu’elle est triviale, il
suffit de montrer qu’elle est unipotente ou, encore, que

det(1 — pc(9)T|Cc) = (1 =T)", g € K.

Avec les notations de 4.2.3, si C,, — C' est le revétement galoisien correspondant a 'image
inverse de m(X,,) dans m1(C), on a par (4.2.3.1) x.(C,T) = (1 —T)"[\"], ¢ € |C,]| donc,
par Cebotarev,

det(1 = po(9)T|Ccc) = (1 =T)"[A"], g € m(Ch).
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Or, d’aprés la définition de IT dans (4.2.3.2), Ky = () m(C,). La représentation
n>1

pc : m(C) = GL(Cc.) se factorise donc via px : 71 (X) /Il — GL(C¢.). Par construction,
pPx € H,. O

LEMME 7.4 (d’apres Wiesend, Kerz-Schmidt — ¢f. notamment [KerS09, §3, §4])
Pour tout C € g, 5™ (X) il existe un ouvert non vide U C X tel que C|y € S&™(U).

T

Démonstration. — Quitte a remplacer X par un ouvert dense, on peut supposer que C est
modéré par un revétement étale connexe. Clairement, si X’ — X est un revétement étale
et C est un @Q-squelette sur X, C est 1-géométrique (resp. géométrique) si et seulement
si C|x Pest. Pour prouver 7.4, on peut donc supposer que pour tout C' € Cu(X), C¢ est
modéré. Quitte a remplacer X par un ouvert non vide et k£ par une extension finie, on
peut supposer [SGA4, XI, Prop. 3.3] que X est une fibration élémentaire i.e. se factorise
comme suit

X=X

N

S

avec f : X — S projectif, lisse, géométriquement irréductible de dimension relative 1,
X < X une immersion ouverte d’image dense dans chaque fibre, X \ X — S fini,
étale et S lisse, géométriquement irréductible sur k. Notons 7 le point générique de S.
Quitte a faire une changement de base par un ouvert étale S’ — S, on peut de plus
supposer que f : X — S admet une section g : S — X. On veut construire une suite de
revétements étales X,, — X, n > 1 vérifiant 4.2.3. On va procéder par induction sur la
dimension de X. Le cas ou X est une courbe est tautologique. Supposons donc que X est
de dimension d > 2. Pour chaque s € S, choisissons un point géométrique s au-dessus
de g(s). Le groupe fondamental modéré 7} (X;) étant topologiquement de type fini, il n’a
qu’'un nombre fini de sous-groupes (ouverts) d’indice borné. En particulier, I'intersection
N s C 7{(X5) de tous les sous-groupes ouverts d’indice < | GL,(Z/A")| est encore un
sous-groupe ouvert. Notons N, ; C m1(Xy) I'image inverse de N, C 71(Xj) par la
projection canonique 1 (X;) — 7} (X5). Puisque ker(m (X5;) — 71 (X)) est normalisé
par 'action de m(n) sur m(X,) D m(Xj) via la section m(n) — m (X,) induite par
g:8 — X et que N}, ; C 71(Xp) est caractéristique, N, 5 C m1(X,)) est un sous-groupe

normal. Notons N, , := N,z X, m(n) C m(X,) = m(X5z) g m1(n); c’est un sous-
groupe ouvert, normal. Puisque S est normal, 71 (X)) = lim 7;(X x5 V), ot la limite

vcs
est sur tous les ouverts Zariski non vides V' C S. Quitte a remplacer S par un ouvert

non vide, on peut donc supposer que N, , contient le noyau de p : m(X,) — m(X)
donc, en posant N, := p(N,,), que N, , = p~'(N,). Notons X, — X le revétement
galoisien (étale connexe) correspondant a N,, C m1(X). Pour un point fermé s € |5/,
notons S(z) := Spec(Og;) I'hensélisation stricte et X5 = X Xxg S). La théorie de
la spécialisation du groupe fondametal modéré [SGA1, XIII], fournit un diagramme
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commutatif
SPz
/\
™1 (X5) (X)) =—=— m(X5)
T (X(g))
&n
™1 (X7) T (X) ™1 (X3)
s
T (Xq) /Ny, 7 == m1(X5) [Ny == m1(X) /Ny, i (Xs)/N} 5

Par définition de N! .. Nt

n,n? n,5?

que (Xn 5) C ker(¢s). En partlcuher Cx.|5

sps(N), ) C N} 5. La commutativité du diagramme montre

%, . est trivial modulo A" 7.e. la representation

de 7T1(an) sur Cx, smod\” se factorise via m (an) — m1(s). Mais par hypothese de
récurrence, il existe un revétement galoisien S,, — S pour ¢*C comme en (4.2.3.1). Toute
composante connexe X, de Xvn X g S, fournit alors un revétement galoisien pour C
comme en (4.2.3.1).

Tel quel, 'argument ne marche pas car 'ouvert par lequel on doit remplacer S pour
s’assurer que N, , contient le noyau de p : m;(X,) — m(X) dépend de n. Il faut donc le
modifier un peu :

— On l'applique tel que pour n = 1.

— Cela permet de se ramener au cas ou les Comod\, C' € Cu(X) sont triviaux et
donc, dans I'argument ci-dessus, le groupe fondamental modéré peut étre partout
remplacé par sa complétion pro-¢ 7} (X;) — ﬂf)(X s) pour laquelle les fleches de

spécialisation \” (X57) — mlf )<X§> sont des isomorphismes et on a [SGA1, XIII]

Y4 4
1 — (X)) — m(X,)) —= m(n) — 1,

o

1 —— m(Xy) — m(X) —m(S) —=1

(ou ng](—) est la notation pour le quotient par le sous-groupe caractéristique
ker(my (X5) — 7 (X;)))

— Dans cette configuration, le groupe N(Q] N(g) Fxmi(n) C 7T¥](X,7) = ﬂf)(X )xm1(n)
contient le noyau de p : 7. (X)) = il (X) et donc on peut poser NI := p(N{ (5))

il (X) et prendre pour N, I'image inverse de N via m (X) — IF(X ) sans avoir
a modifier S. De plus, les sous-groupes ouverts m(X,,) = 71 (X,) Np~ (71(Sy))

vérifient

m1(X)/m1(Xn) = m(X)/m(Xn) x w1 (S)/m1(Sn) = ) (Xg) /Nay X 1) /71(S).



1156-37

Donc les X,, — X vérifient également (4.2.3.2) puisque o (X5) —donc a fortiori
7r§£) (X5)/ Nnx>1 Nﬁﬁ—,— est pro-¢ topologiquement de type fini et 71(S)/ Ny>1 71(Sy)
est virtuellement pro-¢ topologiquement de type fini par hypothese de récurrence.

]

LEMME 7.5. — Pour tout ouvert non vide U C X, le diagramme suivant (oi les fleches
sont les fleches de restriction canoniques) est cartésien

Cour(X) —— S, 5"(X)

| |

SETU) —= 85,2 "(U)

Démonstration. — Soit donc C € SET™(U), S € Sg 2™ (X) tels que S|y ~ C. D’apres
le Lemme 7.3, on sait que C € Cq,(U). Il nous faut donc montrer que C s’étend en
un @)-faisceau lisse —que 1'on notera encore C— sur X et que pour tout z € X \ U,
Xz(C,T) = x2(S,T). Cette derniere condition est automatique des lors que C s’étend.
En effet, fixons + € X \ U. Par 8.7, il existe une courbe C' lisse, géométriquement
connexe sur k munie d'un morphisme ¢ : C' — X et d’'un k(x)-point ¢ au-dessus de z,
telle que ¢~ (U) # (. En particulier, C|c et S|¢ sont deux Q-faisceaux lisses dont
les semisimplifiés coincident sur I'ouvert non vide ¢~*(U) C C. Par Cebotarev, leurs
semisimplifiés coincident donc sur C' tout entiere et, en particulier, en c. Il reste a voir
que C s’étend en un @-faisceau lisse sur X. Supposons le contraire. Par hypothese, pour
¢:C — X € Cu(X), on sait que le semisimplifié de C|s-1() s’étend a C. Puisque X
est lisse sur k, le théoreme de pureté de Zariski-Nagata [SGA2, X, Thm. 3.4] implique
que C est nécessairement ramifié le long d'un diviseur irréductible D C X \ U. Quitte a
remplacer X par un ouvert, on peut supposer que D = X \ U.

Sous-lemme. (d’aprés Wiesend, Kerz-Schmidt — ¢f. notamment [KerS10, Lem. 2.4,
[KerS09, Prop. 2.3]) Il existe x € D et une droite [, C T, X (dépendant de C) vérifiant
la propriété suivante. Pour tout (C,¢) € Cu(X) tel que p~1(U) # 0 et C est munie d’un
point ¢ au-dessus de x tel que im(T.¢) = [, le faisceau Cly-1 1y est ramifié en c.

Le théoreme de Bertini-Poonen [Po04] assure l'existence de (C, ¢) avec cette propriété.
Admettons le sous-lemme. Comme C est lisse, semisimple, il est somme directe de
Q-faisceaux purs (C’est la combinaison du Théoréme 2.2 et de 1’énoncé de pureté 1.1.a)
dans la conjecture des compagnons). C’est encore le cas pour C|s-1(1), ce qui assure que
C |¢’1(U)z est semisimple (Corollaire 2.10) et donc que C|,-1(1y et son semisimplifié ont
méme ramification : contradiction.

Pour prouver le sous-lemme, fixons un Z-modele H de C et n > 1 tel que H/\"
est ramifié le long de D. Si f : U’ — U est le revétement étale trivialisant H /A" et
f X' = X la normalisation de X dans f : U" — U, il suffit de construire x € D et
[, C T, X tels que pour toute (C, ¢) € Cu(X) comme dans le sous-lemme le revétement
f:C =X xx C — C est encore ramifié en c. Notons G le groupe de Galois de
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f:U — UetIC G le groupe d’inertie le long de D. Quitte a remplacer X par X’/I on
peut supposer que G = I. En particulier GG est résoluble donc quitte a remplacer X' — X
par X'/J — X pour un sous-groupe J C G, on peut supposer G d’ordre premier. Quitte
a remplacer X par un ouvert (dont le complémentaire est de codimension supérieure
a 2), on peut supposer que X' est lisse sur k. Notons D’ le support de I'image inverse
de D dans X'. L’hypothese G = I signifie que le revétement f : D' — D est purement
inséparable de degré §||G|(= p); il suffit donc de construire ¢ : C' — X de sorte que C’
soit lisse en f~!(c) (le revétement C’" — C' aura alors un seul point au-dessus de ¢ donc
sera ramifé) et pour cela, il suffit que [, soit transverse a H, := m(Tj-1(,) f). Si f =1,
c’est un isomorphisme. Il suffit alors de prendre x € D quelconque et [, ¢ T, D. Si § = p,
quitte a remplacer encore X par un ouvert (dont le complémentaire est de codimension
supérieure a 3), on peut supposer D, D' lisses et H, C T,,D de codimension 1 pour tout
x € D. Il suthit alors de prendre x € D et [, C T,.D, I, ¢ H,. O

8. DESCENTE DU CORPS DES COEFFICIENTS ET
+-INDEPENDANCE

L’énoncé suivant tend & confirmer que les Q,-coefficients irréductibles de déterminant
fini sont la réalisation cohomologique de motifs sur Q. L’énoncé 8.1.a) faisait en fait
partie de la Conjecture des compagnons telle qu’énoncée par Deligne ([D80b, (1.2.10)
(v)]). L’énoncé 8.1.b), qui est une amplification « arithmétique » de (2.5.3.6) est a
rapprocher des conjectures de type Mumford-Tate en caractéristique 0; le groupe G
et sa représentation V' étant les hypothétiques candidats pour le motif et le groupe de
Galois motivique dont C serait I'incarnation. Si E est un corps de nombres et A une
place de F, on note E le complété de E en A.

THEOREME 8.1. — ([Ch03, Main Thm., p.3], [Ch04, Thm. 1.4], [D’A18]) Soit X une
k-variété lisse, géométriquement connexe sur k et C un Q,-coefficient irréductible de
déterminant fini sur X. Il existe une extension galoisienne finie E de Q contenant Q¢,
un E-groupe réductif connere G et une E-représentation fidéle V de G tels que pour
toute place X de E de caractéristique résiduelle | définissant un plongement £ — Q, et
tout E-isomorphisme o : Q,>Q,

a) oC est défini sur Ey ;
b) La E\-représentation de G(oC)° associée a oC s’identifie a (G — GL(V)) xg E\.

Rappelons que le groupe des composantes connexes my(G(aC)) est indépendant de o ;
cela résulte du Lemme 2.1 et de (2.5.3.5).

8.1. Preuve du Théoréme 8.1.a)

Quitte a remplacer C par un compagnon f-adique, on peut supposer que * = /.

LEMME 8.2. — [l eziste x € | X]| tel que x.(C,T) posséde une racine o de multiplicité 1.



1156-39

Démonstration. — Puisque C est irréductible de déterminant fini, G(C) est semisimple;
supposons pour simplifier qu’il est connexe. On sait que C est défini sur une extension
finie ) de Q; dans Q,. Notons V' la Q-représentation de 7, (X) associée a C et [T € GL(V)
son image. Quitte a agrandir (), on peut supposer G scindé sur (). Puisque G est
semisimple, IT est ouvert dans G(C)(Q). Notons U C G(C) le sous-schéma des g € G(C)
tels que x(g,7T") := det(1 — gT'|V) possede une racine de multiplicité 1. En observant
que G(C) \ U est 'ensemble des g € G(C) tels que x(g,T) divise x(g,T)?, on vérifie
facilement que U est ouvert dans G(C). Par ailleurs, on sait que les représentations
irréductibles d’un groupe semisimple connexe scindé sont classifiées par leur plus haut
poids, qui apparait avec multiplicité 1. Le sous-schéma U est donc un sous-schéma
ouvert non vide de G(C). Par conséquent, U(Q) C G(Q) est un ouvert non vide et on
conclut par le théoreme de densité de Cebotarev. O]

Soit E une extension galoisienne de Q contenant Q¢ () et A une place de E au-dessus
de ¢ définissant un plongement Ey < Q,. On veut montrer que C est défini sur E).
Notons V la Q,-représentation de m;(X) associée & C et II € GL(V) son image. On
sait qu’il existe une extension galoisienne E,\ de F, telle que V' est définie sur E,\. Soit
0 # e € V un vecteur propre associé a la valeur propre a de ¢,. Complétons e en une
Ej-base de V définissant un isomorphisme GL(V) ~ GL,(E)) et notons p : m (X) —
GL,(E)) la représentation correspondante. Notons également T' := Gal(E)/E,). Comme
Qc C E et que p est semisimple, pour tout v € T', il existe ¢ : I' — GLT(EA) tel
que c¢(y)yp = p(=)e(v), v € I'. Comme p est géométriquement irréductible, il existe
p: T x T = EX tel que ¢(vy) = p(y,7)e(y)ve(y'). De plus, comme a € Qy et
est de multiplicité 1, il existe v : I' — E; tel que c(v)e; = v(vy)er, v € T'. Quitte a
remplacer ¢(—) par v(—)"'¢(—), on peut donc supposer que ¢ : I' = GL,(E)) est un
1-cocycle. Par Hilbert 90, il existe b € GL(V) tel que c(y) = byb~!. Par construction,
b~'p(=)b C GL,.(Ey) se factorise via GL,(E\) C GL,(Ey). L’argument qui précéde
demeure inchangé si on remplace E par une extension finie; par le lemme de Krasner
cette observation permet de traiter formellement la descente du corps des coefficients
pour le nombre fini de places de E divisant p.

8.2. Esquisse de la preuve du Théoréme 8.1. b)

L’argument repose sur le Théoréme de reconstruction 8.4, que I'on va pouvoir appliquer
grace a la conjecture des compagnons et 'existence de tores de Frobenii maximaux.
Apres avoir remplacé X par un revétement étale, on peut supposer que les G(oC) sont
tous connexes.

8.2.1. — Soit E un corps de caractéristique 0 et G un FE-groupe algébrique. On
note E1[G] le semi-anneau des E-représentations de G i.e. 'ensemble des classes
d’isomorphismes [V] des E-représentations semisimples V' de G muni des lois [Vi]+[V5] :=
(V1 @ Va] d’élément neutre [0] et [V4] - [Va] := [Vi ® V3] d’élément neutre [E]. Un élément
[V] € ET[G] est dit irréductible si V' est une représentation irreductible. La conjecture
des compagnons intervient via 1’énoncé suivant.
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COROLLAIRE 8.3. — ([D’A18, Prop. 4.3.4]) Avec les notations du Théoréeme 8.1, soit
A; une place de E de caractéristique résiduelle |; et définissant un plongement E — @[i,
o; @*%@[l un E-isomorphisme et notons C; := 0;,C, © = 1,2. Il existe un unique
isomorphisme de semi-anneauz ¢ : Ey. [G(Cs)]|=>EY [G(Cy)] tels que det(1 — @, T|V) =
det(1— ¢, T|6V), z € |X], [V] € B}, [G(Cy)]

Démonstration. — Pour i = 1,2 notons V; la représentation de G(C;) correspondant
a C;. Par (2.13.1) toute représentation de G(C;) est une sous-représentation d'une somme
directe de représentations de la forme T™"(V};); en particulier, elle correspond a un
E),-coefficient p-unitaire et pur de poids 0. L'unicité et Uinjectivité de ¢ : EY [G(Co)] —
EY[G(C1)] résultent alors de la version tannakienne 2.12 du théoréme de Cebotarev. On
peut supposer que la caractéristique résiduelle de Ay est # p. Comme toute représentation
de G(Cy) correspond a un E),-coefficient p-unitaire, le Corollaire 7.2 (i.e. 'existence de
compagnons (-adique) définit bien un morphisme de semi-anneaux ¢ : E} [G(Cs)] —
QE [G(Cy)], compatible aux applications polynémes caractéristiques et qui, de plus,
préserve 'irréductibilité (2.5.3.3). Cela implique automatiquement la surjectivité. En
effet, si [V] = X1<i<sni[Vi] est la décomposition en composantes isotypiques de [V],
A([V]) = Xi<ics n:0([Vi]) est la décomposition en composantes isotypiques de ¢([V]).
En particulier, 'image de ¢ est stable par sous-objets. On conclut en observant que
I'image de ¢ contient les [T™"(V})], m,n > 0 et par le Théoreme 2.13. a). O

THEOREME 8.4. — ([Ch08, Thm. 1.4]) Soit G; un E-groupe réductif connezxe scindé
et 1; : T; — G; un tore mazimal, i = 1,2. Tout couple (f, ) formé d’un isomorphisme
de Q-groupes [ : Ty =Ty et d’un isomorphisme de semi-anneaux ¢ : ET[Go]>ET[G1]
faisant commuter le diagramme

BT~ B*[T)]

* *
LzT TLl

ET[G] — ET[GY]

est induit par un isomorphisme de groupes algébriques f : G1 — G, unique a conjugaison
pres par un E-point de T.

Remarque 8.5. — Si on suppose F algébriquement clos, la compatibilité aux tores
maximaux n’est pas nécessaire —cf. [KaLarV14, Thm. 1.2].

8.2.2. — Pour tout x € |X]|, le tore de Frobenius T,(C) C G(C) attaché a z est la
composante connexe du sous-groupe multiplicatif maximal de G(C,) C G(C) ; il ne dépend
que de x,(C,T). Puisque par (2.5.3.6) G(C) et G(¢C) ont méme rang, T,.(C) C G(C) est
un tore maximal si et seulement si 7, (6C) C G(¢C) est un tore maximal. Or, pour les
places A de caractéristique résiduelle # p, il résulte de [S81] ou [LarP92, Prop. 7.2] que
T, (oC) C G(oC) est un tore maximal pour une infinité de z € | X|. Fixons un tel z. Quitte
a remplacer le corps £ du Théoreme 8.1.a) par un corps de décomposition de x,(C,T),
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on peut de plus supposer que T, (cC) C G(0oC) est scindé sur E) pour tout o. Reprenons
les notations de 8.2.1. Il existe un E-groupe réductif G muni d’un tore maximal scindé
T C G et une E-représentation fidele V' de G tels que l'inclusion T,,(C;) C G(Cy) et la
représentation de G(Cy) associée a C; s’identifient a (7' C G — GL(V))®g E),. Combiné
au Corollaire 8.3 on en déduit le diagramme commutatif suivant.

EXIT ®p Ex] —= EX [T ®p By] —= B [T2(C1)] — EX,[To(Co)]

| | | |

EY|G ®p E\,] — E}. |G ®g E\| — E},[G(C1)] —— E,[G(C,)]

Remarque 8.6. — Pour passer de (8.1.1) a (8.1.2), argument de Chin requiert de
remplacer () par un corps scindant un tore de Frobenius maximal. Hui a montré qu’on
pouvait en fait se passer de cette extension [H18, Thm. 1.1].

COROLLAIRE 8.7. — (Bertini tannakien — c¢f. aussi [AE16, Thm. 3.10] pour une ap-
proche différente) Soit X une variété lisse, géométriquement connexe sur k et o : @p%@g
un isomorphisme. Pour tout Q,-F-isocristal surconvergent semisimple o-unitaire C sur X
et sous-schéma fermé fini réduit S C X contenu dans un ouvert quasi-projectif, il existe
une courbe C' lisse, géométriquement connexe sur k et un morphisme C' — X muni
d’'une section S — C' tels que G(C|c)=>G(C). En particulier, si C est irréductible, C|c
’est aussi.

Démonstration. — Comme G(C|c) — G(C) est une immersion fermée et G(C|c) —
G(Cl¢)®®) est fidelement plat, il suffit de montrer que G(C|c) et G(C) ont méme
composante neutre et méme groupe de composantes connexes. D’apres le Théoreme
de Bertini 6.1, on sait construire C' — X comme dans 1’énoncé pour oC. Puisque
a((Cle)*®) = (6C)|e, les groupes G((C|¢)®**) et G(C) ont méme systéeme de racines
(2.5.3.6) et méme groupe de composantes connexes (2.5.3.5) donc en particulier méme
dimension. On en déduit que G(C|¢)° ~ G((C|¢)**)° donc que C|¢ est semisimple puis
que G(Cl¢) = G(C). O

9. SYSTEMES LOCAUX COHOMOLOGIQUEMENT RIGIDES ET
INTEGRALITE (D’APRES ESNAULT-GROECHENIG)

Soit X une variété connexe, projective (pour simplifier @), lisse sur C.

Un systeme local complexe irréductible V sur X est dit cohomologiquement rigide si
H'(X,End(V)) = 0. Si on se fixe un entier d > 1, le champs de Betti M(X,r,d) des
systeme locaux complexes irréductibles de déterminant fini d’ordre divisant d est un
champ algébrique de dimension finie sur un corps de nombres [EGr18, Prop. 2.1]. En

2. Le résultat de Esnault-Groechenig vaut plus généralement pour les variétés quasi-projectives a
condition d’imposer que la monodromie a l'infini des systémes locaux considérés soit quasi-unipotente.
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particulier, il n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles de dimension 0. Les
systemes locaux correspondant sont appelés rigides. La conjecture de Simpson évoquée
dans l'introduction prédit que les systemes locaux rigides sont d’origine géométrique
et, en particulier, qu’ils sont entiers ([LaS18, Conj. 1.2]) au sens ou ils proviennent par
extension des scalaires de systemes locaux de modules projectifs sur 'anneau des entiers
d’un corps de nombres. Le C-espace vectoriel de dimension finie H'(X, End(V)) est
I'espace tangent en V de M (X, r, d). En particulier, un systéme local cohomologiquement
rigide est rigide et le point correspondant de M(X,r,d) est lisse.

THEOREME 9.1. — (Cas projectif de [EGr18, Thm. 1.1]) Tout systéme local compleze
sur X irréductible de déterminant fini et cohomologiquement rigide est entier.

Démonstration. — Notons R(X,r,d) C M(X,r,d) le sous-ensemble fini correspondant
aux systemes locaux cohomologiquement rigides et N = |R(X,r, d)| son cardinal. Ils sont
définis sur un corps de nombres @) (extension finie du corps de définition de M (X, d))
donc correspondent & n représentations p;°® : m1°°(X (C)) — GL,(Q). Comme 7,°°(X(C))
est de type fini, il existe un ensemble fini de places finies X de @) tel que les représentations
P - (X (C)) = GL.(Q) se factorisent via pi°® : m*(X(C)) — GL,(Zs), on Zs
est 'anneau des Y-entiers de (). Pour chaque A\ € X, notons Z, le complété de Z
en \, @, son corps des fractions, @, une cloture algébrique de Q) et Z, son anneau
des entiers. Pour montrer que les représentations p;”® : m°°(X(C)) — GL,(Zs) se
factorisent en fait via p;°® : m°°(X(C)) — GL,(Z) il suffit de montrer que pour chaque
place A € X, les représentations py% : m (X (C)) — GL,(Zs) C GL,(Q,) se factorisent
via pgf)f :mP(X(C)) = GL.(Z)).

Fixons une place finie u ¢ ¥ de Q; celle-ci induit N représentations p;°?
mP(X(C)) — GL.(Zz) C GL.(Z,) qui, pour tout premier p ¢ |GL.(Z\/u),
en passant a la complétion premiere a p, se factorisent en N représentations
pi @ mP(X(C)P ~ 7 (X)P — GL,.(Z,) et correspondent donc & N Z,-faisceaux
lisses V; x sur X. Par comparaison entre les sites étale et analytique, on a encore
HY(X,End(V; x)) = 0. Fixons également un modele X' /S de X/C i.e. un schéma
connexe S, séparé, lisse, de type fini, dominant sur Z, de point générique &, un
S-schéma X — S projectif, lisse, géométriquement connexe sur S et un C-point &¢
au-dessus de £ tel que X;. ~ X. Fixons également un point fermé s € S de ca-
ractéristique résiduelle p premiere a d!|GL,(Z,/u)| et distincte des caractéristiques
résiduelles des places de Y. La théorie de la spécialisation du groupe fondamen-
tal fournit un isomorphisme m;(X)®)" = WI(XE)(Z’)'%m(Xg)(p)'. Les représentations
pi : m(X)®" — GL,(Z)) induisent donc N représentations Pis m (Xs) P — GL,(Z,),
correspondant a des Z,-faisceaux lisses V; . sur Xs. Par changement de base propre et
lisse, on a encore H'(X5, End(V; .)) = 0. En utilisant que les systémes locaux rigides
correspondent aux points isolés de M(X,r,d), on montre qu’il existe une extension
finie k de k(s) tel que, si on note encore s le k-point correspondant, les représentations

pis : T(Xs) = m ()P — GL.(Z,) C GL,(Q,) s'étendent en des représentations
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pis : (X)) = GL, (@u)7 correspondant a des @M—faisceaux lisses V; x, sur X;. Clest la
le point clef de la démonstration ; cet argument est essentiellement di a Simpson [Si92,
Thm. 4]. On peut de plus s’assurer que les V; x, sont encore de déterminant d’ordre fini
divisant d. On a ainsi construit N @M—faisceaux lisses V; x, sur X de déterminant d’ordre
fini divisant d, dont les restrictions a X5 sont irréductibles deux a deux non-isomorphes et
tels que H'(Xs, End(V; x,)) = 0. D’aprés le Théoréme 7.2 (i.e. Pexistence de compagnons
(-adiques), pour chaque place A € ¥ et isomorphisme ¢ : Q,=Q,, on dispose des
o-compagnons oV y,, qui sont des Q,-faisceaux lisses de déterminant d’ordre fini
divisant d et dont les restrictions a X5 sont encore irréductibles (2.5.3.1) deux a deux
non-isomorphes (2.5.3.2). De plus, par le Corollaire 3.9 (i.e. la pureté dans la Conjecture
des compagnons), les V; x, donc les End(V; x,) sont purs de poids 0. Comme X est
propre et lisse sur k(s) et o€nd(V;x,) = End(oV; x,), le Corollaire 2.11. b) assure
alors que H'(Xs,End(oV; x,)) = 0. Les représentations correspondant aux o x, se
factorisent via pf, : m (&) — GL.(Z)). A leur tour, par les mémes arguments, les
représentations obtenues en précomposant les pf_ : m (X,) — GL, (Z) par le morphisme
TP (X(C)) = m(X) = m1(Xg) — m1(&Xs) C mi(Xs) correspondent & N systemes locaux
cohomologiquement rigides irréductible de déterminant d’ordre fini divisant d : ce sont
donc ceux correspondant aux N @Q,-systémes locaux cohomologiquement rigides dont
on est parti.
Le diagramme suivant résume ’architecture de la preuve :

spécialisation ()’

T (X (C)) — P () TR 2 () o (X) < m(X) D m () = 7P (X(C))

Pi Pis lm,s lpi{s
“a

GL.(Zs) > GL.(Z) — GLT(@M) GL-(Q,) =—GL.(Z))

rigidité
>

o-compagnon

]

On notera qu’il n’est pas clair que si on part d’un systeme local rigide mais non
cohomologiquement rigide les systemes locaux qu’on récupere le sont encore.
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