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NORMALITE ASYMPTOTIQUE DES VECTEURS PROPRES
D’UN GRAPHE REGULIER ALEATOIRE
[d’aprés Agnes Backhausz et Balazs Szegedy]

par Charles BORDENAVE

INTRODUCTION

Nous présentons ici le résultat principal de Backhausz et Szegedy [4] et nous intro-
duisons les définitions les plus importantes.

Graphe. — Un graphe G = (V, E) est la paire formée par un ensemble dénombrable V
et un ensemble E formé de parties a deux éléments de V. Les éléments de V' et E sont
appelés respectivement les sommets et les arétes du graphe. Cette définition de graphe
correspond aux graphes simples (ni boucles ni arétes multiples). Le degré du sommet
x € V est le nombre d’arétes e € E telles que x € e. Pour d entier, un graphe est dit
d-régulier si tous ses sommets ont degré d.

Soient d,n des entiers positifs. Nous noterons G(n,d), 'ensemble des graphes G =
(V, E) d-réguliers tels que V = {1,...,n}. Si dn est pair et 2 < d < n—1 alors G(n,d)
n’est pas vide. Si dn est impair ou d > n, G(n, d) est vide.

Soit G = (V, FE) un graphe. Pour k entier, z,y € V, un chemin de longueur k de x
d y est une suite (xo,...,zx) telle que zy = x, xp = y et pour tout ¢t = 1,...,k,
{z_1,2:} € E. Le graphe G est conneze si pour tous z,y € V il existe un chemin de x
a y. La distance entre x et y est la longueur du plus court chemin qui les relie. Un
cycle est un chemin (zo,...,z;) tel que o = zy et les sommets (zq,...,x)) sont tous
distincts. Enfin, un arbre est un graphe connexe et sans cycle.

Spectre. — On peut associer plusieurs opérateurs a un graphe G = (V, E). Le plus
simple est l'opérateur d’adjacence, défini dans ¢*(V') par, pour tous f € 2(V) etz € V,

Af(z) =Y [y,

y{zytel
ol la somme porte sur les sommets y qui partagent une aréte avec x. Si le degré des
sommets est uniformément borné, 'opérateur A est un opérateur borné et auto-adjoint.
Si le graphe G est d-régulier, 'opérateur d—* A est le noyau de transition de la marche
au hasard sur G. Si G est un graphe d-régulier et V' est fini alors le vecteur constant
1 € ¢*(V) défini pour tout z € V par 1(z) = 1 est un vecteur propre de A associé a la
valeur propre d.
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Il existe de nombreuses relations entre la géométrie du graphe et les propriétés spec-
trales de son opérateur d’adjacence. Ces dernieres années un effort de recherche tout
particulier vise a décrire le spectre lorsque le graphe sous-jacent est aléatoire ou quasi-
aléatoire. Pour ne citer que quelques références récentes relatives aux graphes réguliers,
des outils de combinatoire [19, 11], de la théorie des matrices aléatoires [17, 16, 7, 6, 22],
de lanalyse semi-classique [14, 3, 2] ont été utilisés dans ce contexte. Nous allons pré-
senter ici une méthode tres originale d’analyse du spectre développée dans [4]. Elle
repose sur des liens fructueux entre la théorie de I'information et la convergence locale
des graphes (sur les liens entre convergence locale des graphes et spectre, voir [12]).
Le résultat principal de Backhausz et Szegedy portera sur les vecteurs propres de A
orthogonaux a 1 lorsque G est distribué suivant la mesure uniforme sur G(n, d). Dans
la suite de cette introduction, nous allons d’abord énoncer ce résultat sous sa forme la
plus simple pour ensuite donner I’énoncé général qui exige une certaine préparation.

Soit A € M, (R) une matrice symétrique de taille n. Pour tous 6 € [0,1][ et A € R, un
quasi-vecteur propre de déviation o et de valeur propre A est un vecteur non nul f € R”
tel que ||Af —Af|l2 < 6| f]l2 ott || - ||2 est la norme euclidienne. Un quasi-vecteur propre
de déviation  est un quasi-vecteur propre de déviation d et de valeur propre A pour un
certain A € R. Evidemment, un vecteur propre est un quasi-vecteur propre de déviation
nulle.

Distribution d’un vecteur. — A tout vecteur f € R", la mesure empirique de ses
entrées est la mesure de probabilité distr(f) sur R :

) 1
distr(f) = — Z d(z),

n

ou ¢ est la distribution de Dirac. En termes probabilistes, distr(f) est la loi de f(0) ou
o est uniformément distribué sur {1,...,n}. La loi distr(f) est donc la loi d’une entrée
typique. Le second moment de distr(f) est égal & || f]|3/n de telle sorte que si f est non
nul, distr(y/nf/||f]|2) a un second moment égal a 1.

Gaussianité d’un vecteur. — Pour tout ¢ € R, on note traditionnellement N (0, o?)
la mesure de probabilité gaussienne sur R centrée et de variance o2. Pour o = 0, on
pose N(0,0) = do. La prozimité d’un vecteur f € R™ non nul a un vecteur gaussien
centré est définie comme

D(f) = inf di(distr(vnf/[f]2), N(0.0%)).

ou dy, est la distance de Lévy-Prohorov (toute autre distance qui définit la topologie faible
conviendrait également). Rappelons que si p et v sont deux mesures de probabilités sur
un espace métrique (M, d) alors, en notant B(M) sa tribu borélienne, on a

dr(p,v) =inf{e >0:VA € B(M), u(A) <v(A%) +e and v(A) < u(A%) + ¢},

ou pour tous A € B(M) et € > 0, on note A® I'ensemble des éléments de M a distance
au plus € de A.
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Considérons deux cas extrémes de vecteurs f € R"™ « proches » d’un vecteur gaussien
au sens que D(f) est petit. Si f est un vecteur de la base canonique alors distr(y/nf) =
1/n-0 m+(1—1/n)-d. Il est donc immeédiat que lorsque n tend vers U'infini, distr(y/n.f)
converge faiblement vers o = N(0,0). Si f est un vecteur aléatoire gaussien standard
dans R" (les coordonnées de f dans une base orthogonale sont des variables gaus-
siennes N(0, 1) indépendantes) alors la loi faible des grands nombres implique que
lorsque n tend vers l'infini, la variable aléatoire dp,(distr(f), N(0,1)) converge en pro-
babilité vers 0 et || f||2/+/n vers 1. Dans ces deux cas, D(f) tend vers 0 mais pour des
raisons différentes. Dans le premier cas, la norme % du vecteur f est localisée sur o(n)
coordonnées (ici une seule). Cela se traduit par une perte de masse 2 dans le sens que
distr(v/nf /|| f|l2), dont le second moment est égal & 1, converge faiblement vers dy, dont
le second moment est nul. Dans le second cas, en probabilité, il n’y a pas de perte de
masse et la mesure empirique distr(y/nf/| f|l2) converge vers la loi d'une coordonnée
de f.

Plus généralement, le lemme élémentaire suivant décrit la proximité a un vecteur
gaussien en terme d’une partie localisée et d’une partie proprement asymptotiquement
gaussienne.

LEMME 0.1. — Soit € > 0. Il existe 6 > 0 tel que pour tout entier n > 1 si f € R”
vérifie || f|la = v/n et dp(distr(f), N(0,0?)) < § pour un certain o € [0,1] alors il existe
T €[0,1], a,b € R™ tels que f se décompose de la fagon suivante

f=71a+ V1 —712b,

avec {a,b) = 0, |lalla = [|b]la = /n, |0 — 7| < g, dp(distr(a), N(0,1)) < € et
dL(distr(b),50) S g.

Théoreme principal, forme simplifiée. — La forme simplifiée du théoréme princi-
pal de [4] est la suivante.

THEOREME 0.2. — Soient un entier d > 3 et ¢ > 0. Il existe m et O strictement
positifs tels que, pour tout entier n > m avec nd pair, si G est un graphe distribué
uniformément sur G(n,d) et A est sa matrice d’adjacence, alors I’événement suivant a
une probabilité au moins 1 —e : tout quasi-vecteur propre f de déviation § et orthogonal

a 1 vérifie D(f) < e.

En regard du lemme 0.1, le théoreme 0.2 affirme donc que si f est un vecteur propre
de norme 1 de la matrice d’adjacence d’un graphe d-régulier uniforme avec n sommets
alors, lorsque n tend l'infini, f se décompose en une partie de masse 2 concentrée
sur o(n) entrées et le reste est asymptotiquement gaussien. Il est conjecturé que la
partie localisée de cette décomposition est triviale :

CONJECTURE 0.3. — Soient un entier d > 3 et € > 0. Il existe m positif tel que, pour
tout entier n > m avec nd pair, si G est un graphe distribué uniformément sur G(n, d)
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et A est sa matrice d’adjacence alors l’événement suivant a une probabilité au moins
1 — ¢ : tout vecteur propre f orthogonal a 1 vérifie dy,(distr(v/nf/| fll2), N(0,1)) <e.

Il est important de remarquer que dans la conjecture ci-dessus, on se restreint aux
vecteurs propres. Nous verrons en effet que pour tout o € [0, 1], il existe une suite
de quasi-vecteurs propres f, de déviation ¢, avec 6, — 0 telle que, en probabilité,
d,(distr(v/nfo /| full2), N(0,6%)) — 0. Voir remarque 2.2.

Nous allons maintenant énoncer le résultat principal de [4]. L’objectif est de mesurer
la distance d’un vecteur propre f de la matrice d’adjacence de G uniforme sur G(n, d)
a un processus gaussien qui satisfait, avec probabilité 1, I’équation de vecteur propre
sur le revétement universel de GG. Nous allons d’abord expliquer tous ces termes.

Arbre régulier infini. — Pour d > 2 entier, nous noterons T, = (Vy, Ey) Uarbre
d-régulier infini. Plus précisément, il sera commode d’utiliser la notation généalogique
suivante. L’ensemble des sommets de T, est le sous-ensemble suivant des suites finies
d’entiers, & représentant la suite vide,

Vi={o}u{l,....d}U G{l,...,d}x{l,...,d—l}’“.

On définit le parent de x € {1,...,d} comme &. Pour k > 1 entier, le parent de
v = (21,...,7011) € NI NVyest (z1,...,2,) € N¥ NV, Enfin @ n’a pas de parent.
L’ensemble des arétes de Ty est

Eq = {{z,y} : x est parent de y}.

Nous dirons que y est un enfant de x si x est le parent de y. Nous dirons que y est
un descendant de x si il existe une suite (xo, ..., x) avec rg = x, T = y et xy_1 est le
parent de x; pour tout entier 1 <¢ < k (en d’autres termes, = est un suffixe de y).

Pour d pair, 'arbre Ty est isomorphe au graphe de Cayley du groupe libre engendré
par d/2 générateurs libres et leurs inverses. Pour tout d entier, T est aussi le graphe de
Cayley du groupe librement engendré par d copies de Z /27 et ses générateurs libres.

Revétement aléatoire. — Soit G = (V, E') un graphe d-régulier. Nous dirons qu’'une
application 7: V; — V est un revétement de G si w est un homéomorphisme local au
sens ou pour tout x € Vy, 'image par m des d voisins de x dans T, sont les d voisins
de m(z) dans G. Remarquons que 7(V;) est alors une composante connexe de G.

Tout graphe d-régulier admet un revétement. Si V' est fini, alors il existe une mesure de
probabilité naturelle sur ’ensemble de revétements de GG. Si GG est connexe, ce revétement
aléatoire m est caractérisé par la propriété que pour tout automorphisme ¢ de Ty, mo ¢
et m ont méme loi. Si G n’est pas connexe, pour caractériser de fagon unique cette
mesure, nous supposons également que 7(&) est uniformément distribuée sur V.

Ce revétement aléatoire peut étre construit explicitement de la facon suivante. Soit
(02)zev, une famille de permutations aléatoires indépendantes, o, permutation uni-
formément distribuée dans Sy (le groupe symétrique a d éléments) et pour tout = €
Vi\{9}, o, uniforme dans S;_;. Le revétement aléatoire est défini itérativement de
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la fagon suivante. Tout d’abord, (&) est distribué uniformément sur V' et pour tout
i€ {l,...,d}, (i) = V@) OU {v1,...,vq} sont les voisins de 7(@) dans G. Ensuite,
par récurrence sur k > 1, pour tout x € N¥ NV, on étend 7 en posant pour tout
ie{l,....,d =1}, n((x,7)) = Vo,i) OU {v1,...,v4-1} sont les d — 1 voisins de 7(x)
différents de 7(y), y étant le parent de x.

Distribution d’un vecteur sur le graphe. — La preuve du théoreme 0.2 repose sur
la possibilité d’associer a la paire formée par un graphe d-régulier G = (V, E) et un
vecteur f € RY un processus aléatoire sur Tj; qui est invariant par les automorphismes
de D'arbre. Cette idée a la fois simple et profonde remonte au moins a Benjamini et
Schramm [9]. Plus précisément, soit G = (V, E) € G(n,d) un graphe d-régulier avec
sommets V = {1,...,n}. On peut définir la loi d’un vecteur vue d’un sommet typique
du graphe de la facon suivante. Soient M un espace métrique et f € M. On munit M "¢
d’une distance qui induit la topologie produit. On définit distrg(f) comme la mesure
de probabilité sur M4

distrg(f) =loi de fom,
oum: Vz; — V est le revétement aléatoire de GG défini ci-dessus.

Pour f € RY, remarquons que distrg(f) contient plus d’information que distr(f). En
effet distr(f) est la loi image de distrg(f) par I'application de R'? dans R : g — ¢(9).
Notons aussi que distrg(f) hérite des propriétés de symétrie du revétement aléatoire 7 :
distrg(f) est invariant par les automorphismes de Tj.

Onde aléatoire et onde gaussienne. — Si M est un espace métrique, une variable
aléatoire Y = (Y,),ev, dans M Vi est dite invariante si sa loi est invariante par les
automorphismes de ’arbre Ty : pour tout automorphisme ¢ de Ty, Y o¢ et Y ont méme
loi.

Si M = R, la variable aléatoire Y est dite standard si EY, = 0 et EY,> = 1 pour tout
x € Vy. La variable Y est gaussienne si toute distribution jointe d’'un nombre fini de
ses marginales est gaussienne. La variable Y est une onde aléatoire de valeur propre A
si elle satisfait avec probabilité 1 I’équation de vecteur propre : pour tout x € Vj,

y{z,y}tELy

(c’est-a-dire avec probabilité 1, Y est un vecteur propre généralisé de 'opérateur A).
Il est démontré dans [18, 20] que pour tout A € [—2v/d — 1,2+/d — 1], il existe une
unique onde aléatoire gaussienne standard invariante de valeur propre A. Nous appel-

lerons cette variable aléatoire simplement 1’onde gaussienne de valeur propre A et nous
la noterons Y. Nous construirons cette onde gaussienne dans la section 2. Pour ¢ € R,
notons Gaussy . la loi de oY). Nous pouvons mesurer la distance d'un vecteur non nul
f € R™ construit sur le graphe G € G(n,d) a une onde gaussienne comme

Dg(f) = inf dL(dIStrg(\/ﬁf/Hf”g), Gauss,\,o),

IA|<2v/d—1
o€[0,1]
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ot di, est la distance de Lévy-Prohorov pour les mesures de probabilités sur RY¢ (ou
toute autre distance qui définit la convergence faible). A nouveau, la présence de o < 1
dans la définition de Dg(f) autorise une concentration de la norme % de f sur o(n)

entrées.
Théoréme principal. — On peut maintenant énoncer le résultat principal de [4].
THEOREME 0.4. — Soient un entier d > 3 et € > 0. Il existe m et & positifs tels

que, pour tout entier n > m avec nd pair, si G est un graphe distribué uniformément
sur G(n,d) et A est sa matrice d’adjacence alors l’événement suivant a une probabilité
au moins 1 — e : tout quasi-vecteur propre f de déviation § et orthogonal a 1 vérifie

Dg(f) g g.

Organisation. — La suite de ce texte est organisée de la fagon suivante. Dans la sec-
tion 1, nous allons réduire I’énoncé du théoreme principal a un énoncé sur une famille
d’ondes invariantes standard. La section 2 présente la théorie spectrale des ondes inva-
riantes. Nous allons notamment y montrer ’existence de 'onde gaussienne. La stratégie
de la démonstration du résultat principal qui repose sur des inégalités entropiques est
présentée dans la section 3. Dans la section 4 nous établirons une premiere inégalité
entropique importante qui sera utilisée dans la section 5. Dans les sections 5 et 6, nous
terminerons la démonstration en montrant respectivement que l'onde gaussienne mi-
nimise une entropie dans une certaine famille d’ondes invariantes standard et qu’elle
maximise cette méme entropie parmi les ondes invariantes standard.

Notations. — Dans toute la suite de ce texte, nous firons un entier d > 3. Pour
M espace métrique et V' dénombrable, un élément f € MY sera noté indifféremment
comme un vecteur (f,)zey ou une fonction de V dans M, x — f(x). L’espérance des
variables aléatoires est notée E(-) et la mesure de probabilité correspondante est P(-).
Enfin, les termes variables aléatoires et processus sont synonymes.

1. PROCESSUS TYPIQUE

Processus typique. — La notion de processus typique fut introduite dans [5]. Nous
allons donner une nouvelle version du théoréme principal de [4] qui repose sur cette
définition. Soient M un espace métrique, ¢ une mesure de probabilité sur MV¢ et YV
une variable aléatoire de loi p. Soit G € G(n,d) un graphe d-régulier sur I’ensemble de
sommets V' = {1,...,n}. Une mesure de la proximité de p a I’ensemble des vecteurs
construits sur G est

A(p, G) = inf{dy(distrg(f), ) : f € M"}.

DEFINITION 1.1. — Un processus Y sur Ty ou sa loi p est typique si la propriété
d’approximation suivante a lieu. Pour touse > 0 et m > 0, il existe un entiern > m, tel
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que si G est un graphe aléatoire uniformément distribué sur G(n,d) alors P(A(u, G) <
g)>1—e.

Avec des mots : un processus typique est un processus sur T, qui peut étre approché
avec grande probabilité sur une suite de graphes aléatoires finis. Notons qu'un processus
typique est nécessairement invariant. Pour illustrer la définition des processus typiques,
nous allons en donner une premiere application.

Théoreme de Friedman. — Le spectre de 'opérateur d’adjacence sur T, est

o(Ty) = [-2vVd — 1,2/d — 1].

Le théoreme de Friedman [19] affirme que toutes les valeurs propres non triviales d’un
graphe aléatoire distribué uniformément sur G(n, d) sont avec grande probabilité dans
un e-voisinage de o(7}) si n est suffisamment grand. Plus précisément,

THEOREME 1.2. — Soit € > 0. Il existe m positif tel que, pour tout entier n > m avec
nd pair, si G est un graphe distribué uniformément sur G(n,d) et A est sa matrice
d’adjacence, alors [’événement suivant a une probabilité au moins 1 — ¢ : pour tout

0 > 0, tout quasi-vecteur propre de déviation 6 et orthogonal da 1 a une valeur propre
associée \ qui satisfait |A| < 2v/d —1+ ¢+ 0.

Le théoréme de Friedman correspond au cas 6 = 0 (les valeurs propres), pour une
preuve simplifiée et quantitative voir [11]. Le cas général se déduit facilement du cas
§ = 0 en remarquant que 1+, Phyperplan de R” orthogonal & 1, est invariant par la
matrice d’adjacence A. La matrice A étant symétrique, la norme d’opérateur de A
restreint & 1+ est égale a la valeur absolue de la plus grande valeur propre v associée a
un vecteur propre dans 1+ (c’est la seconde plus grande valeur propre de A en valeur
absolue). Donc, pour tout f € 14, [[Af|l2 < |y|||f]l2- Si, de plus, on a [[Af — Af]ls <
d]| f]|2 pour un certain réel A et 6 > 0, alors I'inégalité triangulaire implique |[A| < |y|+9.
Nous en déduisons bien le théoreme 1.2.

En terme de processus typique, nous obtenons le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.3. — Si Y est une onde typique standard de valeur propre X alors
AE O'(Td).
Démonstration. — Le processus Y étant typique, pour tous m et € > 0, il existe un

entier n > m tel que si G est uniforme sur G(n, d), avec probabilité au moins 1/2; il
existe un vecteur f € R" telle que dp,(distrg(f), 1) < e ou u est la loi de Y.

Fixons maintenant un graphe G € G(n,d). Nous allons construire a la main un
quasi-vecteur propre de A, la matrice d’adjacence de G. Pour z réel et ¢t > 0, on pose
() = x1p)<t Etant donné que EY, = 0 et EY2 = 1, pour tout 6 > 0, il existe ¢ > 0
tel que |[E[(Yy):| < 6 et |E[(Yz)?] — 1] < 6% On peut aussi supposer que t est un
point de continuité de la loi de Y. Donc pour tout § > 0, il existe ¢, > 0 tels que
si f € R" vérifie d(distrg(f), ) < e alors |E[(f(0))d]]| < 6, |[E[(f(0))?] — 1] < §? et
P(|(Af)(0) — Af(o)| > d) < §/t2, ol o est uniformément distribué sur {1,...,n}.
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Si 0 <0 <1/2, on considere le vecteur centré normalisé g € R™ :

o(z) = (f (@) — E[(f(o))t]7

O

ol o7 est la variance de (f(0));. On a |02 — 1| < |E[(f(0))Z] — 1|+ (E[(f(0)):])” < 26> <
1/2. En outre, par construction, ||g|lec < (t +8)/v/1 —262 < 2t si t > 2
aussi Eg(o) = 0, ceci est équivalent & g orthogonal a 1. Enfin Eg(0)? = 1, autrement
dit ||gll2 = v/n. Ainsi, pour tout § > 0, il existe t,e > 0 tels que si f € R" vérifie
d(distrg(f), 1) < e alors il existe un vecteur g orthogonal a 1 et de norme ||g|l2 = v/n
tel que [|g|lee < tet {z:|(Ag)(x) — Ag(z)| > 0} a au plus dn/t? éléments. On en déduit
que [[Ag — Agll3 < né® + (on/t)(d + [A])*t* < [|gl|3(6% + (d + |A])%).

En conclusion, si Y est une onde typique de valeur propre A alors, pour tous m et

2
. Nous avons

9 > 0, il existe n > m tel que, si G est un uniforme sur G(n,d), avec probabilité au
moins 1/2, la matrice d’adjacence de G a un quasi-vecteur propre de valeur propre A,
de déviation d et orthogonal a 1. Il reste a appliquer le théoreme 1.2. [

Théoréme principal, version onde typique. — Nous allons maintenant donner
un énoncé qui implique le théoreme principal 0.4. Dans cet énoncé, il n'y a plus de
quantificateur, il s’agit seulement d’une propriété des ondes typiques.

Nous démarrons avec un théoréme de Harangi et Virdg [20] sur I'approximation de
I’onde gaussienne.

THEOREME 1.4. — Soit A € o(Ty). L’onde gaussienne de valeur propre \ est typique.

Nous démontrerons ce résultat en méme temps que nous construirons l'onde gaus-
sienne dans la section 2. Dans [4], Backhausz et Szegedy ont démontré la réciproque du
théoreme 1.4 :

THEOREME 1.5. — Soit A € o(Ty). Si Y est une onde typique standard de valeur
propre X alors Y est l'onde gaussienne de valeur propre .

Dans le reste de cette section, nous allons démontrer que 1’énoncé du théoreme 1.5 im-
plique le théoreme 0.4. L’argument repose sur des considérations topologiques générales
et sur une propriété de concentration de la mesure uniforme sur G(n,d). La démons-
tration de ce lemme est indépendante du reste de la preuve (elle peut étre sautée sans
nuire a la compréhension du reste du texte).

Concentration de la mesure. — Soit M l’ensemble des mesures de probabilité p
sur RV qui sont invariantes par les automorphismes de Ty et telle que EY (@)? < 1 on
Y a loi u. Muni de la distance de Lévy-Prohorov dy,, M est un espace compact. Soit
G € G(n,d), on définit I’ensemble des processus typiques bornés construit sur G comme

T(GQ) = {distrg(f) : f € R™,||f]l2 < v/n}.

Soit F I’ensemble des parties fermées de M. Pour tout G € G(n,d), on a T(G) € F.
Nous notons dy la distance de Hausdorff sur F. L’ensemble T'(G) est concentré sous la
mesure uniforme sur G(n, d). Plus précisément, nous allons vérifier le résultat suivant.
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LEMME 1.6. — Pour tout € > 0, il existe m tel que pour tout entier n > m avec nd
pair on a, pour un certain F' = F(n,d) € F,

P(du(T(G),F) > ¢) <¢,
ou G est un graphe aléatoire uniforme sur G(n,d).

Le théoreme suivant est un résultat classique de concentration de la mesure sur
G(n,d). Nous dirons que deux graphes G,G’' € G(n,d) sont voisins si la différence
symétrique de leurs ensembles d’arétes est 4 (c’est-a-dire si G et G’ coincident a la
modification pres de deux arétes).

THEOREME 1.7. — Soient n > d+ 1 un entier avec nd pair, § > 0 et h: G(n,d) - R
une fonction telle que |h(G) — h(G")| < § pour tous graphes voisins G,G' € G(n,d).
Alors, si G est uniformément distribué sur G(n,d), pour tout t > 0,

B(H(G) ~ BH(G) 1) < coxp ).

pour une certaine constante ¢ = c(d).

Voir [24, théoréeme 2.19 — lemme 2.1] pour une preuve. En admettant le théoréeme 1.7,
nous pouvons démontrer le lemme 1.6.

Démonstration du lemme 1.6. — Soit € > 0. L’espace métrique (F,dy) étant compact,
il existe une partie finie R qui est e-dense, c’est-a-dire telle que R® = F. Notons r le
cardinal de R. Le principe des tiroirs implique qu’il existe F' € R tel que, si G est
uniformément distribué sur G(n, d),

P(du(T(G), F) < €) > 1/r.

Pour démontrer le lemme, il suffit donc de prouver que pour tout € > 0 il existe m tel
que pour tout entier n > m et tout S € F on a

2) P(|d(T(G), S) — Edg(T(G), S)| > €) < e.

En effet, on choisit ¢g < min(e,1/r) dans l'équation (2), pour en déduire que
Edu(T(G), F) < 2¢. On obtient donc 'inclusion d’événements

{dn(T(G), F) = 3¢} C {|du(T(G), F) = Edu(T(G), F)| = €}.

Il reste a appliquer une nouvelle fois (2) et & ajuster la valeur de & pour obtenir le
lemme 1.6.

Nous passons a la preuve de (2). Soit By 'ensemble des sommets de V; a distance
au plus k£ de @. Si p € M, désignons par pp, la marginale de p sur By. De méme, si
S € F, Sp, est I'ensemble formé par les marginales des mesures dans S. La topologie
produit sur RY étant engendrée par les cylindres, pour montrer (2), il suffit de vérifier
que pour tous € > 0 et £ € N, il existe m tel que pour tout entier n > m et S € F on a

(3) P(ldu(T(G)B,, SB,) — Edu(T(G)s,, Sp,)| = €) <e.
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Pour tous f € R" et x € {1,...,n}, soit distr(¢4)(f) la loi de distrg(f) conditionnée
a ce que le revétement aléatoire 7 vérifie (&) = z. Nous avons

. I &L
distrg(f) = - > distrg,q (f)-
=1

En outre, distr(¢ ) (f)p, = distr(e2)(f)5, si les sous-graphes de G' et G’ engendrés par
les sommets qui sont a distance au plus k& de z sont égaux. Si G et G’ sont voisins, ces
sous-graphes sont égaux pour tout x qui n’est pas a distance au plus k£ d’'une aréte qui
est dans la différence symétrique de G et G'. On obtient que si G et G’ sont voisins
alors

dr,(distrg(f) s, , distre (f) s, ) < 4d(d — 1)F!/n = 4.

En particulier par 'inégalité triangulaire, |du(7(G)g,, SB,,) — du(T(G")B,, SB,)| < J si
G et G’ sont voisins. Enfin, on applique le théoreme 1.7 pour h(G) = du(T(G)p,, S, )
et on en déduit (3). O

Tous les ingrédients sont réunis pour démontrer que le théoreme 1.5 implique le
théoreme 0.4.

Démonstration du théoréme 0.4 (comme conséquence du théoréeme 1.5)

SipeMetSeF, onposedy(u,S)=inf{d,(u,v): v e S} Soit S € F I'ensemble
des ondes gaussiennes de Tj.

Raisonnons par contradiction. Si la conclusion du théoréme 0.4 est fausse, il existe
g0 € (0, 1], une suite strictement croissante d’entiers (ng); et une suite (Jx)x tendant
vers 0 tels que I’événement suivant a une probabilité au moins ¢y sous la loi uniforme
sur G(ny,d) : il existe un quasi-vecteur propre fr = fr(G) de déviation J; de norme
Il fell2 = V/n et orthogonal a 1 tel que dy (distrg(fx),.S) > &o.

Pour tout entier n, soit F,, = F(n,d) ou F(n,d) est défini dans le lemme 1.6. D’apres
le lemme 1.6, quitte & modifier la suite (dx) et €9, on peut également supposer sans perte
de généralité que I'événement Ej(G) suivant a une probabilité au moins g( sous la loi uni-
forme sur G(ng, d) : du(T(G), F,,,) < i et il existe un quasi-vecteur propre fi, = fi(G)
de déviation ), de norme || fx|l2 = v/n et orthogonal & 1 tel que dy(distrg(fx), S) > €o.

Soient (Gy)x une suite de graphes telle que Ej(Gy) ait lieu pour tout k et f le quasi-
vecteur propre associé. Etant donné que distrg, (fi) € M et (M,dy) est compact,
quitte a prendre une sous-suite convergente, on peut supposer que distrg, (fx) converge
faiblement vers g € M. Soit Y de loi pu. Par construction, Y est une onde invariante
qui vérifie dg(p, S) > &g et EY, = 0 (car Efy.(0) = 0 et EfZ(0) = 1 avec o uniforme sur
{1,...,n}). En particulier, étant donné que S contient la loi 5 %, on a 0> = EY2 > 0.
Ainsi Z = 071Y est une onde invariante standard.

Le lemme 1.6 implique qu’une loi v sur RY est typique si, pour un certain s > 0, pour
tous e > 0 et m > 0, il existe un entier n > m tel que di,(s-v, F;,) < € ol s-v est la mesure
image de v par application RV — RV : f = sf. Etant donné que dy(T(G}), F,,) et
dp,(distrg, (fx), 1) tendent vers 0, I'inégalité triangulaire implique donc que Z est une
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onde typique standard. Le théoreme 1.5 et le corollaire 1.3 affirment que Z et Y =02
sont des ondes gaussiennes. Cela contredit dy(u, S) > €. [

2. THEORIE SPECTRALE DES ONDES INVARIANTES

Nous étudions ici la théorie spectrale d’une onde invariante standard. Nous construi-
sons aussi I'onde gaussienne et prouvons le théoreme 1.4. Pour un opérateur B dé-
fini dans ¢2(V;), on utilisera la notation matricielle : pour tous z,y € Vj, on pose
B,, = (es, Bey) ol e, est le vecteur de la base canonique supporté sur x.

2.1. Résolvante et onde gaussienne

Cette partie s’inspire de [18, 20].

Résolvante. — Soit A l'opérateur d’adjacence sur Tjy. Son spectre est o(Ty) =
[—2v/d — 1,2y/d — 1]. La résolvante de A est définie pour tout z € C\o(T}) par
R(z)=(A—2)""

On fixe A € R. Pour t > 0, avec z = A +it, on a
SR(z) =t((A—- N2+t

Il s’agit d’'un opérateur positif de norme au plus 1/¢. En outre, tout comme (A,,)zyev;,
le tableau de nombres (R(z).y)syev, est invariant par les automorphismes de 7. Ainsi,
pour tout z € Vg, R(2)e = R(2)oz et R(2)gr = R(2).z. En utilisant la positivité de
SR(z), on en déduit que |SR(2)p.| < SR(2)ge. En particulier, avec z = X + it,

x
) Dlt)ey = S

SR(2)pw
est de module au plus 1. Pour tout réel A, par extraction diagonale, il existe donc une
suite (t;)r tendant vers 0 telle que pour tous z,y € Vg, X(tx)s, converge. On pose alors

Yy = kh_)rglo E(tk)ay-
Notons que le tableau de nombres (3, ). 4ev, est invariant par les automorphismes de
T,.

On peut classiquement caractériser le spectre de T, avec la résolvante appliquée a
ey @ A € o(Ty) est équivalent & I'une des conditions suivantes,

(5) ltifél ISR(A +it)eg|la =00 ou lirﬁ(i)nf SR\ + it) gy > 0.

En effet, vérifions la premiere condition par exemple. Si ||SR(A + it)es||2 est uniformé-
ment borné pour ¢ > 0 alors, par transitivité, | SR(A + it)e,||2 est uniformément borné
ent > 0etx €V, La positivité de SR(A+it) implique donc que la norme d’opérateur
de SR(A +it) est uniformément bornée en ¢ > 0. Cela implique A ¢ o(Ty).
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Construction de 'onde gaussienne. — Par construction, pour tout S C Vg, la
matrice X¥g = (X,y)zyes est une matrice positive. Par le théoreme d’extension de Kol-
mogorov, il existe un processus gaussien (Y;),ev, tel que pour tous z,y € Vg, EY, =0
et
EY,Y, =X.

Le processus Y est invariant et standard. Nous vérifions maintenant que si A € o(7})
alors Y est une onde de valeur propre A. Pour ¢ > 0, soit Y (¢) le processus gaussien
centré de covariance X(t) : Y'(¢) converge faiblement vers Y lorsque ¢ — 0. Aussi, avec
z = A+ it, on trouve

(SR(2)2E(A=NY ()5 = (A=A)*t((A=A)*+t%) oo = t—t*((A=X)*+t*) ")op < t.

Maintenant si A € o(7}) alors d’apres (5), on a lim infy|o(SR(z))ze > 0. On en déduit
que Y est bien une onde.

LEMME 2.1. — Pour tout A € o(1y), il existe une onde gaussienne de valeur propre \.

Approximation de ’onde gaussienne. — Nous pouvons maintenant démontrer le
théoreme 1.4.

Démonstration du théoréeme 1.4. — Soit A 'opérateur d’adjacence de Ty. Pour t > 0,
soit Y'(¢) la variable gaussienne sur Ty centrée et de covariance X(t) donnée par (4).
Par construction, I'onde gaussienne est une limite faible Y'(¢;) pour une suite ¢, — 0.
Il suffit donc de montrer que pour tout ¢ > 0, le processus Y (¢) est typique. D’un autre
coté, pour tout € > 0, le théoreme de Weierstrass implique qu’il existe un polyndéme @)
tel que pour x € o(T}),

Q)* —t/((z = A\ +1°)| <e.

On pose pour tout e suffisamment petit X, = Q(A);,/Q(A);, (Iinégalité
Q(A)2, > 0 découle de t/((x — N\)* +t* > 0 pour tout = € o(Ty)). Par construc-
tion X' est positif et la norme d’opérateur de X' — () est au plus €. En conclusion, il
suffit donc de montrer 1’énoncé suivant : tout processus p gaussien centré invariant de
covariance Q(A)?* avec Q polyndme est typique.

Un tel processus p peut se réaliser comme la loi de Q(A)Z ou Z = (Z;)zev, avec
(Z,) des variables gaussiennes standard indépendantes. Soit G € G(n,d) un graphe
d-régulier sur V = {1,...,n} de matrice d’adjacence A" et Z' = (Z!),cv des variables
gaussiennes standard indépendantes. On considere la variable gaussienne Y’ = Q(A’)Z".
Pour tous = € V et k > 0, soit (G, z) le sous-graphe de G engendré par les sommets
a distance au plus k de = dans G. On note Ej(z) la propriété que (G, x); est un arbre.
Soit S C Vj inclus dans By (). Par construction, si Ey(x) est vraie et m: V; — V est un
revétement de G tel que (&) = x alors la variable (Z] ))yes a méme loi que (Z,)yes-
Soit v la loi de Z. Par la loi faible des grands nombres, il est alors facile de vérifier que
pour tout § > 0, il existe € > 0 tel que 1’événement (sous la loi de Z’)

dy,(distrg(Z"),v) < ¢
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a probabilité au moins 1 — § des que [{z € V' : Ey.(x) est fausse}| < en. L’application
RV — RV, f s Q(A)f étant continue, on en déduit que pour tout & > 0, il existe
d,e > 0 tels que dy(distrg(Y'), u) < ¢ des que dp(distrg(Z2'),v) < det [{x € V :
Ey /() est fausse}| < en.

Enfin, pour conclure la preuve que p est typique, il reste a énoncer cette propriété
classique : pour tout € > 0, pour tout n suffisamment grand, avec probabilité au moins
1 — ¢, si G est uniformément distribué sur G(n,d), |[{x € V : Ey/.(x) est fausse}| < en
(avec des mots : un graphe d-régulier aléatoire est localement presque comme un arbre).
Cette derniere propriété découle par exemple du fait que le nombre de moyen de cycles
de taille £ dans un graphe d-régulier uniforme est uniformément borné en n (a k et d
fixés), voir [24, théoreme 2.5]. O

Remarque 2.2 (Construction de quasi-vecteurs propres). — On peut se servir de la
résolvante pour construire des quasi-vecteurs propres pour tout A € o(Ty). Pour ¢ > 0,
on pose ¢y = SR(A+it)ey. D'apres (5), lorsque t — 0, |[1)¢]|2 — 0o. En outre (A=), =
S(A=NA-X—it) ey = Sleg +it(A— X —it)ley) = 2((A — N)? +t*)ley. On
en déduit que |[(A — AN)ylla < 1 pour tout ¢t > 0. En conclusion, le vecteur 1, est un
quasi-vecteur propre de déviation §; = 1/||¢¢]|2 — 0. En tronquant 1, quitte a modifier
0, on en déduit qu’il existe un quasi-vecteur propre ¢, de déviation ¢; et de support
inclus dans Bj;5,(@) (la boule de rayon 1/d;).

Maintenant soit G € G(n,d) un graphe d-régulier sur V.= {1,...,n}. Siz € V est
tel que la propriété E, s, (x) définie dans le théoréme 1.4 est vraie alors d’apres ce qui
précede il existe un quasi-vecteur propre ¢; de déviation d; et de support inclus dans
la boule de centre x et de rayon 1/6;, dans GG. En particulier, puisque ¢} a un support
de taille indépendante de la taille du graphe, la distance dp(distrg(v/ne)/||€]2), 65"*)
est arbitrairement proche de 0 lorsque n tend vers l'infini. Or, comme expliqué dans
le théoreme 1.4, pour tout § > 0, avec probabilité vers 1 lorsque n tend vers l'infini,
si G est uniformément distribué sur G(n,d), la propriété E;/s5(1) est vraie. Ainsi, avec
grande probabilité, il existe des quasi-vecteurs propres localisés de petite déviation.

D’un autre c6té, pour tout A € o(Ty), d’apres le théoreme 1.4 et 'argument dans
la démonstration du corollaire 1.3, on peut aussi construire des quasi-vecteurs propres
proches de I'onde gaussienne de valeur propre A sur un graphe aléatoire uniforme. En
conclusion, dans le contexte du théoréme 0.4, en utilisant ces deux exemples opposés, on
peut montrer que pour tous €, > 0, o € [0, 1] et A € o(Ty), pour tout n suffisamment
grand, avec probabilité au moins 1—¢, la matrice d’adjacence d’un graphe uniformément
distribué sur G(n, d) admet un quasi-vecteur propre f de déviation ¢ de valeur propre
A orthogonal a 1 tel que dy (distrg(v/nf/||fll2), Gaussy,) < €.

2.2. Polyndmes sans épines

Pour mener des calculs plus fins sur la covariance des ondes invariantes, il est tres
utile d’introduire une famille de polynomes orthogonaux.



1151-14

Définition. — Pour n > 0 entier, le polynéome de Tchebychev de seconde espece de
degré n est défini par I'identité
sin(n + 1)6
U, )= ————.
(cos6) sin 6

On pose U_; = 0, Uy = 1. On définit alors la famille de polynémes (p,) avec n > 1
entier,

d—1 A 1 A
n A) = Un - 7Un— S = >
o) d <2vd—1> d(d—1) 2<2\/d—1>
et ses polynomes renormalisés

G(\) = Py
d(d— 1)1
Enfin, on pose py = o = Qo = 1. En utilisant Uy (\) = 2\, Uy(\) = 4A2—1, on trouve

@ (N) = N/d et g2(\) = (A2 —d)/(d(d — 1)). La relation de récurrence satisfaite par les

polynomes de Tchebychev, U, 1(A) = 2AU,(A) — U,—1(A) pour tout n > 0, implique

que pour tout n > 1,

(6) (d - 1)Qn+1()\) = )\QH(/\) - Qn—l()‘) et Qn—i—l()‘) = )‘Qn<)‘) - (d - 1)Qn—1<)‘)
Les polynomes @), sont souvent appelés les polyndome sans épines, voir par exemple

21, 23, 1]. En effet, si A est 'opérateur d’adjacence d’un graphe d-régulier G = (V| E),
alors pour tous z,y € V, et n > 1 entier, @,,(A4),, est égal au nombre de chemins sans

et Qn(\) =/d(d—1)""1p,(N).

épines de z a y de longueur n (chemins (zy,...,x,) tels que x4 # x4 pour tout
t =1,---,n—1). En utilisant (6), cela se vérifie immédiatement par récurrence sur
n>1.
Orthogonalité. — La mesure de probabilité de Kesten-McKay pr, est la mesure de
support o(Ty) = [-2v/d — 1,2y/d — 1] et densité par rapport a la mesure de Lebesgue
donnée par

dy/4(d — 1) — N2

2m(d? — \?)

Cette mesure est la mesure spectrale de I'opérateur d’adjacence A sur T, définie par
la propriété : pour tout entier n > 0

[ Xy, (%) = (4"
Notons aussi que les termes diagonaux de la résolvante R(z) = (A — z)~! sont la
transformation de Cauchy-Stieltjes de pr,, pour tout z € C\o(7y)

R(:)op = [ 1)

En particulier, pour A € o(T}),

. o ld(y) A
Cx — d —
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Dans Ty il n’existe qu’un seul chemin sans épines entre deux sommets. On en déduit
que pour tous n,m > 1 entiers

[ @uQudir, = (€0, Qu(AQu(A)ea) = (Qu(A)ec: Qm(A)ea) = d(d = 1" Lmp,

En particulier la suite (p,,)n>0 est une famille orthonormale pour la mesure pr,. Cela
permet de donner une définition plus analytique des polyndémes sans épines a partir
de la résolvante R(z) = (A — 2)~!. On développe en série entiere A — 1/(\ — 2) dans
la famille orthonormale (p,). Ce développement est convergent pour |z| suffisamment
grand pour tout A € o(7y). On trouve donc, pour z dans un voisinage de 'infini,

RE) = 3 () [ 5, ).

En passant par les chemins sans épines, on obtient, si |z| est la distance de = # &
a g,

1 Pl (M) g1 ()
R(2)o = dr, (V) = | dpiz,(N).
(e = e [ B0 = [ 525
Cette formule est également vraie pour x = &. Par analyticité, l'identité s’étend a

tout z ¢ o(Ty). On prend la partie imaginaire et on fait tendre z vers A € R. D’apres
(7), on en déduit la formule pour tous |A\| < 2v/d — 1 et x € V,

N = fimgyo SR+ it)op

Ainsi, Yo, = qz/(A), ot ¥ est la covariance de I'onde gaussienne de valeur propre A.
Par continuité, cette derniére identité s’étend pour tout A € o(Ty).

Calcul de la covariance. — On déduit de (6) que, pour tout A € R, le vecteur
¢ € RV défini par
P() = qay(N),

ou |z| est la distance de x a @, satisfait I’équation de vecteur propre (1). En outre, si
X est une onde invariante sur T, alors EX, X, ne dépend que de la distance entre x
et y. Il est immédiat de vérifier que le vecteur EX XTe, satisfait I’équation de vecteur
propre de (1) : si g = EXXTf pour f € (3(V) alors (\[ — A)g = E(\ — A)XXTf =0.
Par récurrence, on obtient que ¢ = EX XTey. Le lemme suivant en découle.

LEMME 2.3. — Soit X une onde invariante standard de valeur propre \. Pour tous
x,y € Vg, on a EXy Xy = qu—y|(A) 0t |z — y| est la distance de x,y dans T.

En combinant avec le lemme 2.1, nous avons démontré le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.4. — Pour tout A € o(1y), il existe une unique onde gaussienne de
valeur propre .
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2.3. Rang de la matrice de covariance

Soit S C V; un sous-ensemble fini connexe de sommets de 'arbre T,. Pour tout
entier k, nous noterons By (S) le voisinage de S dans T; de rayon k. On définit I"intérieur
de S comme int(S) = {x € S: By(z) C S} et son bord comme 0S = S\int(5).

Pour A € R, on note W,(S) le sous-espace vectoriel de R® des vecteurs Y € RS qui
vérifient 1’équation de vecteur propre (1) pour tout € int(S). Nous allons commencer
par un résultat classique sur la dimension de Wy (95).

LEMME 2.5. — Soit A € R. Pour tout S C Vg fini, on a

dim(W,(S)) = [89).

Démonstration. — La fonction S — dim (W, (S)) étant invariante par automorphisme,
on peut supposer que @ € S. On peut aussi supposer S connexe. En effet, W, (S U S")
est la somme directe de W, (S) et W, (S’) si aucun sommet de S ne partage d’aréte
avec un sommet de S’. Pour démontrer le lemme, nous raisonnons par récurrence sur la
taille de S. Si S = {@}, S = S et I'énoncé est vrai. Pour n > 2 entier, nous supposons
I'énoncé vrai pour tous les ensembles connexes de taille n — 1. Soit S tel que |S| = n.
Il existe U connexe de taille n — 1 tel que S =U U {z} avec @ € U et y € U, y parent
de z. En particulier, y € oU, dim(W,(U)) = |0U| et, Ty étant un arbre, aucun enfant
de x n’est dans U. Si tous les enfants de y ne sont pas dans S alors 95 = U U {z} et
dim(W,(S)) = dim(W,(U))+1 (W, (S) est I'espace vectoriel engendré par W, (U) et e, ).
Dans l'autre cas possible, U contient les d — 1 autres voisins de y (parent et enfants).
On trouve alors 0S = (OU U {z})\{y} et dim(W,(S)) = dim(W,(U)) (I’équation de
vecteur propre (1) devant étre satisfaite au sommet y, tout vecteur f € W, (U) s’étend
de fagon unique en x). Donc, dans les deux cas, on a bien dim(W,(S5)) = |95]. ]

Nous allons maintenant étudier le rang de la matrice de covariance d’une marginale
d’une onde invariante. Nous démarrons avec la remarque suivante.

LEMME 2.6. — Soit X une onde invariante. Pour tousx # @ € Vg, i € {2,...,d — 1},
on a EX@(X(x’i) — X(m,l)) =0.

De méme pour tout i € {2,...,d}, on a EXg(X; — X;) =0.

Démonstration. — 11 suffit d’observer qu’il existe un automorphisme de T, qui laisse &
invariant mais qui permute (z,%) et (z,1). O

Notre objectif est maintenant de démontrer le résultat suivant.

LEMME 2.7. — Soient A € o(Ty) et S C Vy fini tel que S = Uyems) Bi(x) ou |S] < 2.
Soit X une onde invariante standard de valeur propre X et ¥g = (E[X,;X,])zyes la
matrice de covariance de X restreinte a S. L’image de g est Wy (95).
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Démonstration. — Soit X une onde standard de loi p. Rappelons que I'image de ¥g
est contenue dans Wy(S) : si g = EXXTf alors (Al — A)g=E\M — A)XXTf=0.1l
suffit donc de montrer que le rang X5 est (au moins) égal a dim(W,(S)) = |05]. Pour
ce faire, si m = |9S|, nous allons trouver une transformation linéaire T : RS — R™
telle que la matrice de covariance de T'((X,).es) est diagonale par blocs avec des blocs
inversibles.

On considere les variables aléatoires suivantes pour x # &,

(8) Xo, Asg=(X;—Xi)iza..a et Ay =Xui — X@1))iz2,..d-1-

Le lemme 2.6 implique que toutes ces variables sont décorrélées : pour tous = # vy, i, j
E(A;);(A,); = 0. On vérifie maintenant que le rang de la matrice de covariance EA, AT
est maximal. Soit x # @&. Le lemme 2.6 implique que pour tous i # j € {2,--- ,d — 1},
EX (1) (X2 — X1)) = 0. Par linéarité, on trouve E(4,);(A,); = a et E((A;);)* = 2a
avec a = 1 —EX; X5. Cela implique que pour tout x # &, EA, AT = a(I+J) ou I est la
matrice identité et J = 11+ (matrices de dimension (d — 1) x (d — 1)). De méme, pour
r = &, le lemme 2.6 implique que EAzAL = a(I + J) (de dimension d x d).

Nous déterminons maintenant la valeur de a. L’équation de vecteur propre (1) en @
implique que

d 2
NEXZ =)\ = E(Z Xi> =d+d(d—1)EX; X,.
=1

On en déduit que EX; X, = (A2—d)/(d(d—1)). On trouve a = (d*—\?)/(d(d—1)) > 0
si et seulement si |A| < d. On a donc vérifié que pour tout z € V,, la matrice EA, AT
est définie positive.

On peut maintenant compléter la preuve. Si |S| € {1,2} "énoncé est trivial. Sinon,
on peut supposer que @ € S. L’ensemble de variables (Xg, (A2)zeint(s)) € R™ a une
matrice de covariance de rang plein et est une combinaison linéaire de (X,),es. En
comptant (par exemple comme dans le lemme 2.5), on trouve m = |95]. ]

Remarque 2.8. — Avec plus de soin, on peut enlever la restriction S = U,eimg(s) Bi()
dans I’énoncé du lemme 2.7.

3. UNE STRATEGIE ENTROPIQUE

Dans cette section, nous présentons les grandes lignes de la démonstration du théo-
reme 1.5.
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Théoréme principal, version onde typique lisse. — Avant de nous lancer dans le
coeur de la preuve du théoréme principal, nous procédons a une ultime réduction.

Nous dirons qu'une loi p sur R est lisse si pour tout ensemble fini S tel que
S = Upeint(s) Bi(z) ou [S] < 2, la loi marginale de p sur S admet une densité C*> et
strictement positive sur le sous-espace vectoriel de R® engendré par son support (muni
de la mesure de Lebesgue). La restriction sur les ensembles S est purement technique
et provient de 1’énoncé du lemme 2.7.

THEOREME 3.1. — Soit A € o(Ty) = [-2V/d — 1,2\/d — 1]. Si Y est une onde typique
standard lisse de valeur propre A alors 'Y est l'onde gaussienne de valeur propre .

Par un argument de convolution, il est facile de vérifier que le théoréme 3.1 implique le
théoreme 1.5. En effet, soit Y une onde typique standard et Z une onde gaussienne indé-
pendante de méme valeur propre A € o (7). Soit S C Vg fini tel que S = U, eing(s) B1().
D’apres le lemme 2.7, les supports des lois de Z et de Y restreintes a S engendrent le
méme espace vectoriel, W, (.S). Ainsi, pour tout o € (0,1}, Y(0) = 0¢Z + V1 —0%Y
est une onde standard dont (i, g, la loi restreinte a W), (.S), est la convolution d’une loi
gaussienne de covariance définie positive et d'une autre loi. En particulier, p, g est lisse.
D’un autre c6té, pour tout o € [0, 1], en répétant la preuve du théoreme 1.4, Y (o) est
une onde typique. Maintenant, étant donné que toute limite faible d’une loi gaussienne
dans R™ est gaussienne, il est clair en considérant la limite o — 0 que le théoreme 3.1
implique le théoreme 1.5.

Entropie. — Soit 1 une mesure de probabilité sur un espace mesuré (F,\). Si p est
absolument continue par rapport a A et de densité f, 'entropie différentielle de p est
(si I'intégrale est bien définie)

5u(1) = = [ f(x)log f(x) dA(a).

Si Y a loi p, on notera cette quantité indifféremment $z (1) ou He(Y). On omettra
souvent l'indice F dans la notation Hg(-). Si E est un espace dénombrable muni de la
mesure de comptage alors $(u) coincide avec I'entropie de Shannon

He(p) == wx)log u(x).

zeFE

Soient 1 une mesure de probabilité dans R™ et E I'espace vectoriel engendré par le
support de u. Si pu est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur F,
on pose

Hsupp (N) = fJE’(N)'

Il est facile de vérifier que si la densité de p sur E est uniformément bornée et
E|| X]|3 < oo avec X de loi p alors $gupp (1) est bien défini.
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Stratégie de la démonstration. — On considere les ensembles de V,
S*=B(@) et S ={o1}.

La preuve se base sur I’étude pour une onde invariante lisse X de son entropie inva-
riante définie comme :

(9) Q(X) = 5supp(XS*) - (d/Z)stupp(XS*)a

avec Xg = (X;)zes pour tout S C V.
Dans [4], les auteurs démontrent la propriété suivante de maximalité de Ientropie
d’une gaussienne.

THEOREME 3.2. — Soit X\ € o(T,). Si X est une onde invariante standard lisse et Y
l’onde gaussienne de méme valeur propre X. Alors
D(X) <B(Y),

avec éqalité si et seulement si Xg» a méme lov que Yg-.

D’un autre coté, Backhausz et Szegedy ont établi le résultat suivant. Nous dirons
quun processus X sur RV est 2-markovien si pour toute aréte e = {a,b} de Ty, les
variables (X;)zev, et (Xz)zey, sont indépendantes conditionnellement a (X,, X;) avec
V., UV, la partition de Vj; en les deux composantes connexes du sous-graphe de T, ou
seule 'aréte e est retirée. Cette propriété s’interprete comme une propriété de Markov
spatiale. En utilisant le lemme 2.6, il ne sera pas difficile de vérifier que I’onde gaussienne
est 2-markovienne.

THEOREME 3.3. — Soit A € o(Ty). Si X est une onde typique standard lisse et Y
l’onde gaussienne de méme valeur propre X alors

D(X) = D(Y),
avec éqalité si et seulement X est 2-markovien.

Les théorémes 3.2 et 3.3 impliquent le théoreéme 3.1. Il suffit en effet d’observer qu'une
onde invariante 2-markovienne X est caractérisée par la loi de Xg-.

Dans la section 5, nous démontrerons le théoreme 3.3 grace a des inégalités en-
tropiques générales satisfaites par les processus typiques que nous présentons dans la
section 4. La démonstration du théoreme 3.2 dans la section 6 se basera sur ’étude de
I’évolution de I'entropie invariante le long du flot de la chaleur.

4. INEGALITE ENTROPIQUE POUR LES ONDES TYPIQUES

Si f € FVa et S C Vj alors nous noterons fs = (f;)zes. Nous noterons pour tout
entier £ > 0,
Sy = Bp(S*) et . = Br(S7).
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4.1. Inégalité entropique étoile-aréte discrete
La preuve du théoreme 3.3 repose sur I'inégalité entropique suivante.

THEOREME 4.1. — Soit F un ensemble fini. Si Y est un processus typique sur FV
alors pour tout k >0, on a

H(¥s;) = (d/2)H(Ys-) = 0.
La démonstration de ce théoreme repose sur des idées présentes dans [13, 5.

Appariement et coloriage. — Soit V' un ensemble fini avec |V| pair, un appariement
est une involution sur V' sans point fixes. Un appariement peut s’identifier a& un graphe
(V, E,) sur V formé de |V|/2 arétes disjointes. Le nombre d’appariements d'un ensemble
a n éléments est (avec n pair)

n!
- 20/2(n/2)!

(ce nombre est aussi égal au moment d’ordre n d’une loi gaussienne standard sur R).

nl=m-1)n-3)---1

Soit F' un ensemble fini dont les éléments de F' seront appelés des couleurs. Un vecteur
f € FY est un coloriage de V. On rappelle que distr(f) = (1/n) Y ev 04 est la loi
d’une entrée typique de f. Pour toute mesure p sur F' on notera

H(p,n) = [{f € F" : distr(f) = p}|.

On notera de méme la mesure de probabilité sur F2,

, 1
(10) distro (f) = — > 0@ fe @)

zeV

Notons que cette mesure est symétrique au sens ou elle est invariante par 'application
(a,b) — (b,a). Aussi, les deux marginales de distr,(f) sont égales a distr(f). Le résultat
suivant est extrait de [5, lemme 4.1].

LEMME 4.2. — Soient V, F des ensembles finis avec |V| = n pair et f € FV. Soit u
une mesure de probabilité sur F? symétrique de loi marginale uy = distr(f). Alors le
nombre d’appariements de V' tels que distr,(f) = pu est égal d

! H (p,n/2)/ H (1, m)-

Démonstration. — Soient Ay I’ensemble des appariements o de V' tels que distr, (f) = p
et M Densemble des vecteurs h € (F?)" tels que h(z) = (g(z),g(o(z)) pour g € F™
et o appariement avec distr,(g) = p. On calcule |M| de deux fagons. Tout d’abord,
on remarque que distr(f) = distr(g) implique que f = g o  pour une certaine per-
mutation ¢ sur V. En particulier |Af| = |Ay| et on trouve M = H(pq,n)|As|. D'un
autre coté, un élément de M peut aussi se construire en choisissant d’abord un appa-
riement o et ensuite en positionnant les paires de couleurs sur les arétes. On obtient
M =nllH(pu,n/2). O
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Nous aurons aussi besoin d’un théoréme standard de Shannon, voir [15, théoreéme
3.1.2).

LEMME 4.3. — Soient F' un ensemble fini et pu une mesure de probabilité sur F'. Pour
>0, on pose H.(pu,n) = |{f € F" : dp(distr(f), pu) < €} On a

TR
ﬁ(ﬂ)zlglﬂ)lhﬁloglfglogl‘]g(u, )—hﬁ)lhmsup logH(,u, n).

n—oo N

Inégalité entropique étoile-aréte. — Nous allons maintenant démontrer le théo-
reme 4.1 Nous démarrons par le cas k = 0.

THEOREME 4.4. — Soit F' un ensemble fini. Si'Y est un processus typique sur FVe
alors

H(Ys) — (d/2)H(Ys-) > 0.

Démonstration. — Un graphe coloré sur F' est une paire (G, f) avec G = (V,E) €
G(n,d) et f € FV. L’ensemble des arétes orientées de G est E = {(u,v) : {u,v} € E},

—

il est muni de 'appariement o¢(u, v) = (v,u). On étend f a FE en posan t f(u,v) = f(u)
pour tout (u,v) € E. La loi d’'une couleur typique est distr(f) = distr(f), la loi d’une
aréte orientée typique est définie comme distr,,, ( f)

Nous allons encoder la boule de rayon 1 autour d’'un sommet par un nouveau
graphe coloré. On définit le graphe coloré (G, f*) sur ensemble de couleurs (F*)V
en posant F* = F4l et pour tout x € V, f*(x) = (f(x), f(x:)i=1..a) ol les
(x;) sont les couleurs des voisins de z classés par ordre lexicographique. On note
1) = (@), @) (@)

De méme, on définit Y* comme le processus sur (F*)V¢ défini par Y = (Y, (Y,)ytzy1eB)
ou E est l'ensemble des arétes de T;. Enfin, on note p* la loi de Y et = la loi de
(Yo, Y1). Ona H(p*) = H(ps) et H(p™) = Hps-)-

Pour tout € > 0, soit C(n,e) 'ensemble des graphes colorés (G, f) avec G € G(n,d)
et f € FY tels que dL(distrUG(f),u_) < e et dp(distr(f*), u*) < e. La définition d'un
processus typique implique

(11) liIEIL iglf limnsup m

Un résultat classique de Bender et Canfield [8] affirme que pour tout entier d > 2, si

> 1.

nd est pair et dans la limite n — oo,
n!l 142
(@

En utilisant une idée déja présente dans Bender et Canfield, nous allons maintenant
estimer |C'(n,e)|. Nous noterons o(1) une fonction de (n,e) qui tend vers 0 lorsque n
tend vers l'infini puis € vers 0. Soit f* € (F*)" tel que d (distr(f*), u*) < e. D’apres le
lemme 4.3, il y a exp(n(1 + o(1))$H(u*)) possibilités pour f*.

Le modéle de configuration introduit dans [8, 10] est une représentation d’un

(12) G(n, d)| ~

graphe a une numérotation des arétes pres par un appariement. On définit I’ensemble
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E=Vx {1,...,d}, pour z € V, on pose E(.T) = {(z,i) : i = 1,...,d}. On congoit
un élément de (x,7) € E (x) comme une demi-aréte orientée dont le sommet de départ
est z. A tout appariement o sur E, on peut associer un graphe G (o) = (V, E,) avec E,
Pensemble des {z,y} tels que z # y et E(z) N E(y) non vide. On aura G(o) € G(n, d)
si et seulement si pour tout = # y, E(z) N E(z) = 0 et |E(z) N E(y)| € {0,1}. De
plus, en comptant les possibilités de numérotations des demi-arétes, on a pour tout

G € G(n,d),
(13) {o:G(o) =G} = (a)".

Pour f* € (F*)" fixé, on définit la fonction f~: E — F? par f(z,i) =
(f*(x)o, f*(z);). On obtient ainsi une couleur sur les demi-arétes. On cherche a
apparier une demi-aréte de couleur (a, b) avec une demi-aréte de couleur (b, a). D’apres
le lemme 4.2, le nombre d’appariements possibles est

”H(distr(f*)Z, (nd)/2)
" H(distr(f~),nd)

ot pour une mesure v sur 2 on a posé v%((a,b), (¢,d)) = v(a,b)1ca=@pq- On note que
9(v?) = H(v). Par une nouvelle application du lemme 4.3 et (13), on en déduit
n!!

e (1014 00) (900) - G500 ) )

Il reste a combiner cette derniere inégalité a (11)-(12) pour conclure la démonstration.
O]

[Cln, )] <

Le théoréme 4.1 découle du cas k = 0.

Démonstration du théoréme 4.1. — Soit f € F" un coloriage de T,. Nous encodons la
boule de rayon k+ 1 autour d’'un sommet par une nouvelle coloration. Soit E lensemble
des arétes orientées de T;. Nous allons d’abord définir la couleur d’une aréte orientée.
Dans le langage de la combinatoire, on définit la couleur de (z,y) € E comme la paire
d’arbres enracinés non étiquetés de profondeur k associée aux sous-arbres issus de (z,y)
et (y,z). Plus précisément, pour tout e = (z,y) € E , on fixe un isomorphisme de T},
tel que (@) = x et @.(1) = y. On définit T'(e) comme la fonction f o ¢, restreinte a
By (1) les sommets descendants de 1 et qui sont a distance au plus k£ + 1 de @ (c’est le
sous-arbre issu de 1 de profondeur k). Les automorphismes ¢ de Ty tels que p(2) = & et
¢(1) = 1 définissent un sous-groupe et une relation d’équivalence sur F2+("). L’ensemble
des classes d’équivalence est un ensemble fini que 'on note F.. Pour tout e € E, on
définit ¢(e) comme la classe d’équivalence de T'(e). Enfin, on pose g; € (F4)"4 avec
gr(x) = (t(x,2;))iz1,.. 4 o1 les x; sont les voisins de x classés par ordre lexicographique.

Soient Y un processus typique et Z = gy € (F2)"e le processus de coloriage ci-dessus
associé a Y. Par construction, Z est typique et d’apres le théoreme 4.1,

N(Zg) — (d)2)H(Zs-) > 0.
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On remarque que pour tout f € FY4, (g;(z))ses+ contient toutes les couleurs dans
Sy = B(S*) et (g¢(z))res- toutes les couleurs dans By(e). Cependant a cause de la
relation d’équivalence, l'indice des sommets dans ces boules est inconnu. En utilisant
Iinvariance de Y par les automorphismes de Ty, nous avons §)(Ys:) = (Zs+) +dlogm
et 53(YS,;> =9(Z_)+2logm ou m est le nombre d’automorphismes de 'arbre (d — 1)-
aire de profondeur k (I'arbre de profondeur k issu de 1 dans T,). En effet, on peut
construire Yg: en échantillonnant les classes d’équivalence des sous-arbres suivant la loi
de Zg« et ensuite en choisissant un étiquetage pour les sommets issus de ¢ = 1,...,d
grace a d automorphismes indépendants uniformes. De méme pour Ys,;- Ainsi $H(Zg+) —
(d/2)9H(Zs-) = H(Ys;) — (d/Q)JF)(YS;). Cela conclut la preuve. O

Nous aurons en fait besoin d’un raffinement du théoréme 4.4 pour un processus qui
est obtenu a partir de tirages indépendants sur un processus typique.

COROLLAIRE 4.5. — Soient E un espace métrique complet séparable, F' un ensemble
fini, P(F) l’ensemble des mesures de probabilité sur F' et w: E — P(F') une application
continue. Soit (X,Y) un processus sur (E x F)Vi tel que pour tout x € Vy la variable Y,
sachant (X, (Yy)y£s) @ distribution w(X,). Si X est typique alors Y est typique et pour
tout k entier,

HYs) = (d/2)H(Yy-) = E[H(Yo| X)),
ot H(Yy|Xy) est Uentropie de la loi conditionnelle de Yy sachant Xy .

Démonstration. — Nous esquissons la démonstration pour le cas FE fini, le cas général
se déduit du méme argument en utilisant I'uniforme continuité de w sur les compacts
et la séparabilité de E. Soit p la loi de Y. Les démonstrations des théoremes 4.4 et 4.1
et (11) montrent en fait que
d 1 \Ck(n €)|
Ys:) — =H(Yg-) > lim lim sup — log ———=,
o) = 50 (¥sp) 2 limlim sup - log =09

ou pour tout £ > 0, Cy(n, ) est 'ensemble des graphes colorés (G, f) avec G € G(n,d)
et f € F™ tels que d(distrg(f)s;, psy) < € oli, pour v loi d'un processus sur Vg, vs:
est sa loi marginale sur S}.

Soit v la loi de X. En utilisant le lemme 4.3, pour tout € > 0, pour tout en-
tier ¢ suffisamment grand et pour tout a € E, le nombre de vecteurs f € F* tels
que dy,(distr(f),w(a)) < e est au moins exp(¢(1 — e)H(w(a))). Il n’est pas difficile d’en
déduire que pour tout € > 0, il existe ¢’ > 0 et m tel quesin > m, G € G(n,d) et g € R”
sont tels que dy(distrg(g)s:, vs;) < € alors il existe au moins exp(n(1—¢e)E[H(Yz|Xz)])
vecteurs f € F™ tels que dy(distrg(f)s:, ps;) < € (on applique la propriété précédente
pour chaque k-voisinage possible d’un graphe d-régulier coloré par E, avec ¢ le nombre
de z € {1,...,n} tels que g restreint a la boule de centre x et de rayon k dans G soit
égal a ce k-voisinage).
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Enfin, le processus X étant typique, pour tout & > 0, le nombre de graphes G €
G(n,d) tels qu'il existe g € R"™ avec d(distrg(g)s:, vs;) < €’ est au moins |G(n,d)|/2
pour une suite infinie d’entiers n. On en déduit

: L. |Ck(n,e)|
| —log—22 > (1 —-)EH(Yx|Xs)].
1£r1_>solipn og G(n, d)] > ( e)E[H(Yz|Xs)]
Il reste a faire tendre ¢ vers 0. O

4.2. Inégalité entropique étoile-aréte pour les ondes

Soit Y un processus standard invariant et lisse. Pour tout entier £ > 0, nous généra-
lisons 'entropie invariante (9) de la fagon suivante

(14) DY) = 5sur>p(YS,:) - (d/2)5§SUPp<YS;>-

THEOREME 4.6. — Soit k > 0 entier. Si est Y une onde standard typique lisse de
valeur propre A € o(Ty) alors

D4(Y) > 0.

Nous expliquons comment déduire le théoreme 4.6 du théoréme 4.1 par un argument
de discrétisation. Soit § > 0 avec 2/ entier, on partitionne [—1/6,1/d] en intervalles
de longueurs égales a . Pour « € [—1/6,1/0], on peut ainsi définir x5 comme le centre
de l'intervalle auquel il appartient. Pour x € R\[—1/6,1/0] on pose x5 = 05. Pour tout
entier n > 2 et x € R”, on peut également définir x5 en appliquant la partition en
intervalles a chacune des coordonnées. Notons que x5 appartient a Rj une partie finie
de R" (de cardinal (2/6%)"). Si X est une variable sur R" avec une densité, on peut
classiquement relier ’entropie de Shannon de X; a Uentropie de X, voir [15, théoréme
8.3.1] et [4, lemme 8.1] :

LEMME 4.7. — Soit X une variable aléatoire dans R™ de densité C* telle que E|| X ||3 <
0o. Alors

On en déduit également 1’énoncé suivant.

COROLLAIRE 4.8. — Soient X une variable aléatoire dans R avec E|X|* < oo et Y
une variable gaussienne N(0,0?) indépendante avec o > 0. Alors,

lim (E{$Hr, (X +Y)s/X)} +logd) = Hr(N(0,0%)),
ot $H(Z|X) est lentropie de la loi conditionnelle de Z sachant X .

Démonstration. — Si X est presque stirement égal a 0 alors I’énoncé est une consé-
quence du lemme 4.7. Sinon on écrit

ENr; (X +Y)s|X) = Elxj<1/20)9r; (X + Y)s]X) + Elx|>1/25)9 8, (X +Y)5]X).
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On rappelle que |Rs| = 2/6%. On a donc Hg, (X + Y)s|X) < —log(2/6?). En outre
P(|X| > 1/(20)) < 46°E|X 2. 1 suffit donc de montrer que

sup [ 9p; (2 +Y)s) = Hr; (Y5)]
2e(=1/(26),1/(29))

tend vers 0 avec 0. Soit = € (—1/(25),1/(26)). Nous observons que si x € Rs alors
(x+Y)s=x+Yssi|Y] <1/(20). On en déduit que si x € Ry,

97 (7 +Y)5) = Hr; (Ys)| < 2P([Y] > 1/(20)) log | Rs|

qui tend vers 0 avec d. Si x ¢ Ry, soit £ € Rs tel que |z — 2| < §. La distance en

variation totale entre N(z,0?) et N(Z,0?) est d’ordre de grandeur §. On rappelle que si

Z, 7" sont des variables aléatoires sur un ensemble discret F' et de distance en variation
totale D, on a

D

19r(Z) — Hr(Z2')| < —Dlog Tk

voir [15, théoreme 17.3.3]. Cela compleéte 'argument. ]

Les ingrédients pour démontrer le théoreme 4.6 sont maintenant réunis.

Démonstration du théoréeme 4.6. — Soient 6 > 0 et o > 0. Soit Z un processus gaussien
sur RV avec (Z,),ev, variables gaussiennes N(0,0?) indépendantes. On applique le
corollaire 4.5 a (Y + Z)s, on trouve
(Y + 2)0)s;) = (/25(((Y + 2)5) ) 2 B[9((Yo + Zo)s) V)] -
On note que pour tout entier k& > 0, on a |S;| — (d/2)|S, | = 1. On applique le
lemme 4.7 (avec n = |Si| et n = |S;|) et le corollaire 4.8. Dans la limite § tend vers 0,
les termes en log ¢ s’annulent et on trouve

(15) (Y +2)s;) = (@/29((Y + 2)5 ) = H(N(0,0%)).

La loi du processus Z est invariante par transformation orthogonale. Ainsi, si S C Vj,
est fini et Fg est l'espace vectoriel engendré par le support de Y, la variable Zg se
décompose comme la somme indépendante d’une variable gaussienne dans Fg de loi
N(0,0%Ig,) et d'une variable gaussienne dans (Eg)t de loi N(0,02IE§) (ou pour X
matrice définie positive de taille n, N(0,X) est la loi gaussienne centrée dans R" de
covariance ¥) . On a donc

(Y +2)s) = 9((V + 2)15) + dim(E$)H(N(0,02)).
Le processus Y étant lisse, grace au théoréme de convergence dominée, on trouve
pour S € {S;, Sy },
iy (0 + 2)1.) S ().
En outre, pour tout k£ > 0, d’apres le lemme 2.7,

dim(Eg;) — (d/2) dim(Eg_) — 1 = [9S;] — (d/2)0S; | =0,
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ou on a utilisé que |S;| — (d/2)|S, | =1 et [0S}| = (d/2)|0S, |- Il reste donc a prendre
la limite 0 — 0 dans (15). O

5. MINIMUM DE L’ENTROPIE INVARIANTE

Dans cette section nous démontrons le théoreme 3.3. Ce résultat est une conséquence
de I'inégalité entropique de la section précédente, de considérations générales sur ’en-
tropie et du calcul explicite de D (Y) = ﬁsupp(Ysg) —(d/ Q)ﬁsupp(YS;) pour Y l'onde
gaussienne. Nous commencons par ce dernier point.

5.1. Entropie de 'onde gaussienne

Backhausz et Szegedy ont démontré I’énoncé suivant.

THEOREME 5.1. — Soient A € o(Ty) et Y londe gaussienne de valeur propre X. On a

]31_>1£10 DY) = 0.

Une interprétation erronée mais éclairante de ce théoréme est la suivante. L’arbre T
restreint a S; peut se décomposer comme & et I'union de d arbres isomorphes par un
automorphisme de T}, chacun correspondant a I’arbre de profondeur k engendré par les
sommets de S} qui sont les descendants du sommet ¢ = 1,...,d. On peut également
écrire Ty restreint a S, comme l'union de 2 tels arbres de profondeur k. Si l'onde
gaussienne restreinte a ces arbres était indépendante alors on aurait ﬁsupp(Ygz) égal
a (d/ 2)ﬁsupp(YS;). La réalité est plus subtile mais la démonstration du théoreme 5.1
cache un phénomene similaire sur des sous-espaces vectoriels de grandes dimensions
de R% et RS .

Nous allons seulement esquisser la démonstration du théoreme 5.1. On démarre avec
la formule : pour X € R"™ une variable gaussienne dont la matrice de covariance ¥ est
de rang m,

B (X) = 3 log((2me) "det (),

ot det’(X) est le produit des m valeurs propres non nulles de 3. On observe que pour
tout k& > 1, |0S;] = (d/2)|0S;, |. Ainsi, grace au lemme 2.7, on obtient pour k > 1,

29,(Y) = log(det’(})) — (d/2) log(det'(3y)),

ou X, X sont les covariances respectives de Yg: et Y, - Il faut donc démontrer que
log(det'(33})) — (d/2) log(det'(X;)) tend vers 0 avec k tendant vers I'infini.

Dans le lemme 2.3, nous avons donné une formule pour les entrées de ¥} et ;. En
utilisant que ces matrices sont invariantes par les automorphismes de Ty et que leurs
images sont W (Sy) et W, (S, ), il est en fait possible de diagonaliser explicitement ces
matrices.



1151-27

Nous expliquons maintenant comment réaliser cette diagonalisation pour ¥. Le cas
de ¥, est similaire. On définit

F={feR%: f(z) = f(y) si ly| =[]},

ou |z| est la distance a @. Pour tout x € int(S}), on introduit également le sous-espace
vectoriel E, de R% composé des vecteurs f qui vérifient les propriétés suivantes :

(i) f(y) =0 siy n’est pas un descendant de x;

(ii) pour touti € {1,...,d—1}, v,y € X}, f(y) = f(¥') siy et ¢ sont des descendants
de (z,7);

(iii) f e F+.
LEMME 5.2. — Nous avons les propriétés suivantes :

1. L’espace vectoriel R% admet la décomposition en somme directe

Ri=Fo P E.

x€int(S})
2. Les espaces vectoriels F' et (E,),x € int(3}), sont invariants par X5.

Démonstration. — L’orthogonalité de F' et E, est la propriété (iii) de E,. Soient x # a'.
Sini z ni 2’ ne sont ancétres I'un de 'autre alors 'orthogonalité de E, et E, vient de
la propriété (i) (les vecteurs de E, et E,, ont supports disjoints). Si x est 'ancétre de 2’
alors la propriété (ii) implique que les vecteurs de E, sont constants sur le support des
vecteurs de E,/. Enfin, la propriété (iii) de E,, implique I'orthogonalité aux vecteurs
constants sur le support des vecteurs de F,s. Un calcul immédiat de dimension implique
la premiere assertion du lemme.

Rappelons que les entrées de la matrice X3 ne dépendent que de la distance entre les
sommets (voir lemme 2.3). L’invariance est une conséquence de cette seule propriété de
Y. Tout d’abord, 'assertion Y3 ' = F' est facile a vérifier : si deux sommets z,y sont
a la méme distance, disons i, de @ alors pour tout entier j > i, x et y ont le méme
nombre de descendants a distance j de @. Nous pouvons aussi vérifier I'invariance de
E,. Tout d’abord (ii) est a nouveau vérifiée car les entrées de ¥} ne dépendent que de
la distance entre les sommets. Pour (iii), F' étant invariant et X} symétrique, F- est
également invariant. Il reste a vérifier (7) : tout sommet qui n’est pas un descendant x
est a distance égale de tous les descendants de x a une distance donnée de @. Ainsi, la
propriété (iii) de E, implique que les vecteurs dans X; F, vérifient (7). O

La diagonalisation de X est maintenant a notre portée. Expliquons par exemple
commet calculer les valeurs propres de 27 restreinte a F'. D’apres le lemme 2.7, I'image
de 35 est W (Sf). En particulier, la dimension de FNW,(S}) étant 1, les valeurs propres
de X restreinte a [’ sont égales a 0 avec multiplicité k et Ap avec multiplicité 1 pour
un certain A\x > 0. On en déduit que

Ap = tr((X3) ).
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Pour calculer cette trace, on choisit la base orthogonale naturelle de F',
fi — (d(d _ 1)i—1>—1/2li

ou pour ¢ € {0,...,k}, 1; est le vecteur égal a 1 sur tous les sommets a distance i de &.
En utilisant la notation du lemme 2.3, on obtient

k k k

i=0 i=0 j=0

ou N(i,25) est le nombre de sommets a distance i de @ et a distance 2j d’un sommet
fixé a distance ¢ de @.

Une fois ces calculs explicites sur les valeurs propres menés, pour terminer la preuve
du théoreme 5.1, il reste a utiliser les propriétés des polynomes de Tchebychev pour
estimer 'asymptotique en j tendant vers l'infini de gq;(\) avec X € (1) fixé. Voir [4,
Section 9] pour 'argument complet.

5.2. Fin de la démonstration du théoréme 3.3

Soit Y une onde invariante standard lisse. On pose pour tout S C Vjy tel que @ € S
et S = Useint(s) B1(7),
';;Jsupp(YS) = 55(Y®7 (Ax)meint(S))a
ou les variables aléatoires (A;),ecv, sont définies par (8). On pose également

ék(y) = j%supp(YVSE) - (d/2)~65upp(YSk*)

Comme sa notation l'indique D (Y) sert & analyse de ©(Y). Rappelons en effet
que si X est une variable dans R” et si T" une application linéaire inversible de R", on a

(16) H(TX) = H(X) + log| det(T)|.

Ainsi, si X,Y sont des ondes invariantes standard lisses, d’apres le lemme 2.7, on
trouve

5supp(YS) - 5supp(XS) - f’supp(YS) - ﬁsupp(XS)-

En particulier,
(17) DY) = Dp(X) = Dp(Y) — Dy(X).
Le lemme suivant repose sur des inégalités basiques en théorie de 'information.

LEMME 5.3. — Soit Y une onde invariante standard lisse sur Ty. Pour tout entier
k>1, ona

D:(Y) < D1 (Y).

En outre si pour tout k > 1, D,(Y) = Dx_1(Y) alors londe Y est 2-markovienne.
Enfin, l'onde gaussienne est 2-markovienne.
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Démonstration. — On pose B, = A, si x # &, By = (Yu, Ay) et pour S C Vj, Bg =
(Bg)zeint(s)- De telle sorte que nous trouvons S%supp(Yg) = $H(Bg) pour S € {S}, S, }.

Pour k¥ > 1 et i € {1,...,d}, on considére 'ensemble S; formé des éléments de
SE\Sk_; qui sont des descendants de i. En particulier, nous avons les unions disjointes
suivantes : S = S;_ ;U St et Sf = S;_,UStU---USL On rappelle que pour tout
triplet de variables aléatoires (T,U, V'), on a H(T,U, V) < H(T,U) + H(T,V) — H(T)
(voir [15, Problem 2.29]). On obtient

H(Bs;) = H(Bs; ,,Bsy, ..., Bga)

< 9H(Bs:_, Bgi, ..., BSZ—I) +$9(Bs;_,» Bsg) - 9(Bs; )
= 9(Bs;_,, Bsp, -y Bga-1) + 5:3supp(Ys,;) ~ Dsupp (V).

ou a la dernicre ligne on a utilis¢ I'invariance de V' : $(Bs; |, Bga) = YJ(BS]:). En

répétant cette inégalité (d — 1) fois, on arrive a I'inégalité
(18) 358111:>10(YS,:) < dﬁSUPp(YSk‘) - (d - 1>ﬁsupp(YS,§_l)~
De méme, avec T}, = S;_;\S;,_;, on a I'union disjointe S, = S, ; UT, U S} et

5supp(YS;) = 5(35;1’3%735;)
< 53(13S;;17137k—1) %_53(135;;17135i) _'53(135;;1)
= 2*6supp<XS* )_5supp(YS* )

k-1 k—1

olt on a utilisé I'invariance de Y et S, | US} = By(1) est isomorphe & S;_; = S, UT}.
Ainsi, si on additionne (d/2) fois cette dernieére inégalité a (18), on arrive précisément
a @k(Y) < @k,l(Y) comme annonce.

Pour le cas d’égalité, on rappelle que si H(T, U, V') = H(T,U)+H(T,V)—$H(T) alors U
et V sont indépendants conditionnellement & 7" (¢’est une conséquence de [15, théoreme
2.6.5]). En utilisant I'invariance de Y, il n’est alors pas difficile de vérifier la propriété
2-markovienne a l'intérieur de S} par récurrence sur £ > 0. Enfin, il est immédiat de
vérifier que pour Ponde gaussienne, nous avons 1'égalité D4(Y) = D1 (V). En effet,
d’apres le lemme 2.6, les variables (B, ) sont décorrélées et donc indépendantes dans le
cas gaussien. O

On peut maintenant terminer la démonstration du théoreme 3.3.

Démonstration du théoréme 3.3. — Soient X une onde invariante lisse standard et Y
I'onde gaussienne correspondante. D’apres le lemme 5.3, ©,(Y) = Do(Y) pour tout
entier £k > 1. D’aprés (17) et le lemme 5.3 appliqué & X, on trouve
D(X) = D(Y) =Dp(X) = Dy(Y) > Dy(X) — Dy(Y)
> > Dp(X) = DY) = Dp(X) — Di(Y).
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Si X est typique, d’apres le théoréme 4.6, on en déduit que D (X)—D(Y) > —D,(Y).
On fait tendre k£ vers l'infini. En conjonction avec le théoreme 5.1, on obtient

D(X) - D(Y) > 0.

C’est la premiere assertion du théoreme 3.3. En cas d’égalité alors toutes les inégali-
tés ci-dessus sont des égalités. On en déduit d’apres le lemme 5.3 que l'onde X est
2-markovienne. O

6. MAXIMUM DE L’ENTROPIE INVARIANTE

Dans cette section, nous présentons la démonstration du théoreme 3.2. Nous avons
le résultat suivant sur la croissance de I'entropie invariante le long de 1’équation de la
chaleur.

THEOREME 6.1. — Soient A\ € o(T,), X une onde invariante lisse de valeur propre A
et Y une onde gaussienne indépendante de méme valeur propre X. Pour toutt > 0, on
pose X (t) = X ++/2tY et on considére la fonction t — D (X (t)). Alors pour tout t > 0,
on a ®(X(t)) > 0. En outre, si ©(X(0)) =0 alors Xg« et Yg+ ont méme loi.

Le théoreme 3.2 est une conséquence facile du théoréme 6.1.

Démonstration du théoréme 3.2. — On remarque que l’entropie invariante est inva-
riante par changement d’échelle : pour tout s # 0 et tout processus X invariant non
nul,

D(sX) = D(X).

En effet, pour tout S C V; fini, d’apres (16), on a Hsupp(sXs) = Nsupp(Xs) + ms log s,
ol mg est la dimension de I’espace vectoriel engendré par le support de Xg. On rappelle
d’apres le lemme 2.7 que mg- = d et mg- = 2. On en déduit bien que D(sX) = D(X).

Ainsi, avec les notations du théoreme 6.1, si X est une onde invariante lisse standard,
alors X (t) = X (t)/+/1T + 2t est une onde invariante standard lisse et D (X (1)) > D(X).
En faisant tendre t vers l'infini, on obtient bien ®(Y) > ©(X). C’est le premier énoncé
du théoreme 3.2. En cas d’égalité, d’apres le théoreme 6.1, nous en déduisons que Xg«
et Ys+ ont nécessairement la méme loi. ]

Décroissance de 1’entropie invariante. — Pour démontrer le théoreme 6.1, nous
allons commencer par exprimer la densité de Xg« dans une base de W, (S*) qui exploite
au mieux les symétries des variables.

Soit ¥y la matrice de covariance commune de (Xg(t), Xi1(¢),...,X4-1(t)) pour
tout t > 0 donnée par le lemme 2.3. Cette matrice est inversible et on pose
Z(t) = Egl/Q(X@(t),Xl(t),...,Xd_l(t)). Par construction, EZ;(¢)Z;(t) = 1,—; pour
tous 4,5 € {1,...,d}. On note (vg,vy,...,v4-1) les vecteurs colonnes de 2(1)/2 et on pose
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Vg = ANUg—v1—- - - —vg_1, de telle sorte que X, (t) = (vy, Z(t)) et EX,(¢) X, () = (v, vy)
pour tous z,y € S*. D’apres le lemme 2.3, pour tous ¢ # j € {1,...,d},

A2 —d A
[valla = llvilla =1, (v, v;) = dd—1) et (vg,v;) = v

Pour |\| < d, il existe (o, 3) € R? tels que pour tout i € {1,...,d}, a; = avg + Pv; et
b; = Pug + av; vérifient ||a;||e = ||bi]]2 = 1 et (a;,b;) = 0 (la paire («, §) est unique a un
signe pres et («, 3) vérifie les égalités (o + 8*)\/d+2af = 0 et a®+ 2 +2af)/d = 1).
Pour A € o(Ty) nous avons la propriété d’orthogonalité suivante.

LEMME 6.2. — Soit A € o(T}). Il existe une paire (p,q) € [0,1)* telle que p+q =1 et

pour tout f € RY,
d

1715 = 3 (p(f:ai)” + a(f:0)?)

i=1
De plus, p et q sont strictement positifs si |\ < 2v/d — 1.

Démonstration. — On pose ¢ = a+A/d. Nous avons |c| < 1 et, pour tout i, (a;, vy) = ¢,
> a; = cdvgy et, par symétrie, pour tous i # j, (a;,a;) = (dc* —1)/(d — 1) = ¢. En
particulier, il existe un réel v tel que (a; — Yvg,a; — yvz) = 0 pour tous ¢ # j : en
effet, I'équation v2 — 2yc + ¢ = 0 a deux solutions réelles. Ainsi, la famille de vecteurs
((a; — yvo)/l|a; — Yvg||2)i=1...a forme une base orthonormée de R?. Aussi, la norme
|la; — yvz||2 ne dépend pas de i. En particulier, d’apres le théoreme de Pythagore, pour
tous j € {1,...,d} et f € RY,
d d d

Z(fv ai>2 = Z<f7 a; — ’VU®>2 + Z 29(f, ai — yve)(f,va) + Z’Yz<fa U®>2

=1 =1 =1 i=1
= llaj —yvslBILFII5 + de'(f,va)?,

oll on a utilisé que 3, a; = cdvy et 42 — 2yc + ¢ = 0. L’identité ci-dessus appliquée a
[ = vy implique que |la; — yvg||3 = d(1 — ¢*)/(d — 1). En remplagant ¢ et ¢’ par leurs

valeurs, on trouve que, pour tous j € {1,...,d} et f € R
d
d
>o{f.a) = = (1= (a3, 00) )| 115 + (dlaj ve)® = D). 00)°).
i=1

Le méme argument avec (by, . ..b;) donne pour tous j € {1,...,d} et f € R

d d
DAL 00 = o (1= (g v)IFIE + (b ve) = 1) 00)°).
i=1
Ainsi si p+q =1, pour tous j € {1,...,d} et f € R?,
d
S~ (o0 + alFb02) = 13 + (dpla. vo)® + da(by, v — 1) L2l — 171,

i=1
Un calcul immédiat donne d{a;,vy)? et d(b;,vy)? égaux & (d = v/d?> — X?)/2. On en
déduit que pour tout A € o(T}), il existe une paire (p,q) € [0, 1] telle que p+q =1 et
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dp{a;, vg)? + dg(bj,ve)? = d/2+ (2p — 1)(Vd?> — A2)/2 =1 (pour A =0, on a p = 1/d,
pour |A| = 2¢/d—1, on a p = 0). Pour ce choix de (p,q) on obtient immédiatement
I’énoncé du lemme. O

Démonstration du théoréme 6.1. — Nous démontrons d’abord que ©(X(¢))’ > 0 pour
tout t > 0. L’onde X (¢) étant invariante pour tout ¢ > 0, il suffit de vérifier que
D(X(0))" > 0. On rappelle que Z(t) = Eal/Q(X@(t),Xl(t), .., Xg_1(t)) est un vecteur
aléatoire de R? centré et de matrice de covariance identité. D’apres (16), pour tout
t >0,

D(X(t) = c+H(Z(1) = (d/2)H((ar, Z(1)), (b, Z(1))),

ol ¢ est une constante indépendante de t. On pose Z = Z(0). Par construction Z(t) =
Z +/2tN avec N vecteur gaussien standard dans R%. Ainsi, si f est la densité de Z et
f1 la densité ((ay, Z), (b1, Z)), la formule classique de Bruijn (voir [15, théoréme 17.7.2])
affirme que

DX () = [ IVFIE/f = (@/2) [ IV A1/
On a
IVAIE = (00 fi)? + (D0 1)

et d’apres le lemme 6.2,
d
IVFIE = > p(0a, f)* + a5, f)*.
i=1

L’onde X étant invariante, les lois de (Xg, X;) et donc de ({a;, Z), (b;, Z)) ne dé-
pendent pas de 7. On en déduit que

(19)  DXO) =d [ (0 ) +a@0 1))/ F ~ (@/2) [ (00 fi + @ fi)

Soient g, h des fonctions dans L'(R™). L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
si h est presque partout strictement positive sur le support de g,

(Jo) = (/)

On fixe une base orthonormale de R? de la forme (ayi,by,es,...,e4). Avec un abus
de notation, on écrit la fonction f dans cette base orthonormale. Pour tout y € R2
on applique I'inégalité (20) avec n = d — 2 et, pour z € R2 h(z) = f(y,2), g(z) =
Ouf(y,2), u € {ay,b;}. On trouve

L0un/s= [ @unlif e [ @D [ @)
On déduit donc de (19) que

D(X(0)' 2 (dp— d/f2) [ (0u £0)*/ fi + (da = df2) [ (O fi)?/ 1.
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Enfin 'onde X étant invariante, les lois de (Xg, X;) et (X, Xy) sont égales. Ainsi,
fily1,y2) = fi(y2,y1) et, en particulier,

/RQ(aalfl)2/f1 = /W(@blflf/fl,

On obtient ®(X(0))" > 0. C’est le premier énoncé du théoreme.

Pour le second énoncé, il faut considérer le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-
Schwarz (20) : nous avons égalité si et seulement si g/h est presque partout constant. On
suppose sans perte de généralité que |A\| < 2v/d — 1. Dans ce cas p,q sont strictement
positifs. Soit ¢ = —log f. En utilisant la continuité de f et de ses dérivées, on obtient
D(X(0)) = 0 si et seulement si pour tous y € R? et z € R*2, 9,,9(y,2) = 9a,9(y,0)
et Oy, 9(y,2) = Op,g(y,0). On en déduit que g(y, z) = g(y,0) + k(z) pour une certaine
fonction £ dans C*(R%"2). En d’autres termes, la variable ({a;, Z), (b1, Z)) est indé-
pendante de ({e3, Z),...,{eq, Z)). En utilisant les symétries de la densité f, on peut
alors montrer que Z est nécessairement une loi gaussienne standard dans R¢.

En effet, soit u; la projection orthogonale de v; sur vZ. On peut vérifier que pour tous
i, 7, (ui, u;) est non nul. Par hypothese, pour tout z € R%, 9,,9(z) = h((x,u;), (x,v5))
pour une certaine fonction h dans C*°(R?). Donc

8ujauig(x) = <uj7ui>alh(<x’ui>’ <x’U®>) - aulau]g<$> - <uj’ui>61h(<xvuj>’ <x=U®>)'

Pour i # j, 'espace vectoriel engendré par (u;,u;,vy) est de dimension 3. On en
déduit que 91 h est nul et donc pour certaines fonctions hg, hy dans C*°(R),

ang(x) = <$,ui>h0(<l’,’0@>) + h1(<l’,1}g>)-

En outre, Y-, v; = Avg. Donc Y, u; = 0 et >;0,,9(x) = 0. Cela implique que hy
est nulle. L’espace vectoriel engendré par (uq,...,uq) est vi. Il s’en suit que pour une
certaine fonction hy dans C*(R),

9(z) = llz = (z,v2)voll3ho (2, v2)) /2 + ha((z, V).

On rappelle qu’en écrivant la fonction ¢g dans la base (a1, by, es,...,¢€q), g(y,2) =
g(y,0) + k(2) pour tous y € R? et z € RY2. Le vecteur vy étant dans 1'espace vectoriel
engendré par (ai, by), on obtient que la fonction hg est constante (car, avec = = (y, z),
2+ ||z — (x,v5)v]|5 nest pas une fonction constante). Donc,

9(x) = |z — (2, v5)v0l2h0(0)/2 + ha({z, v5)) = l2]3h2(0)/2 + hs({z, va))-

Il reste a se souvenir que (vg, Z) et (vy, Z) ont méme loi. Cela implique que la fonction
hs est constante. Enfin, les relations EZ;Z; = 1;—; et E1 = 1 déterminent les valeurs de

ha(0) =1 et h3(0) = (n/2) log(27). O
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