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APPLICATIONS HARMONIQUES EN COURBURE NEGATIVE
[d’aprés Benoist, Hulin, Markovic...]

par Francois GUERITAUD

1. INTRODUCTION

Le théoreme suivant est le résultat principal de [BH17b].

THEOREME 1.1. — Soient X etY des variétés de Hadamard dont toutes les courbures
sectionnelles appartiennent a [—b*, —a?], ot 0 < a < b. Pour tout plongement (c,C')-
quasi-isométrique f : X — Y, il existe une unique application harmonique h : X —Y a
distance uniformément bornée de f, i.e. telle que sup,cx dy (f(x), h(z)) soit fini. Cette
quantité peut étre bornée en fonction de a,b,c,C et de k =dim X et { =dimY.

Une variété de Hadamard X est une variété riemannienne complete, simplement
connexe, de dimension k > 2 finie et a courbure sectionnelle < 0. Une telle variété
X est homéomorphe & R¥, un homéomorphisme (faiblement dilatant) étant donné par
I’application exponentielle exp : T,X — X, ol 0 € X est un point base. La contrainte
sur les courbures contenue dans I’énoncé est parfois appelée un pincement (strictement
négatif) ; dans cet exposé on dira aussi que X et Y sont (—b% —a?)-pincées, ou simple-
ment pincées lorsqu’il existe de tels a,b > 0.

La propriété de plongement quasi-isométrique qui apparait dans 1’énoncé signifie que
pour tous z, 2’ € X,

1
(11) E dX([E, Qf/) -C < dy(f(ﬂ?), f([lﬁ'/)) < CdX(Z',[L'/) +C
ou dy, dy sont les fonctions distance sur X et Y. Une isométrie correspond a (¢, C) =

(1,0); en général ¢ > 1 et C' > 0.

Une application est dite harmonique si elle minimise localement 1’énergie calculée en
intégrant la norme L? de la différentielle ; nous reviendrons sur cette notion dans les
rappels de la partie 3.
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2. HISTOIRE ET CONTEXTE

Eells et Sampson ont montré dans [ES64] que toute application lisse entre variétés
riemanniennes compactes a courbure négative est homotope a une application harmo-
nique; leur argument consistait a déformer 'application selon le flot de la chaleur.
Le théoreme 1.1 remplace I'hypothese de cocompacité par une hypothese de quasi-
isométrie. Notons au passage que 'application h qu’il produit n’est pas toujours injec-
tive [FOROO0].

Régularité au bord

La question a laquelle répond le théoreme 1.1 a d’abord émergé dans le contexte
des applications quasi-conformes ¢ du bord d’un espace symétrique de rang un dans
lui-méme. Bien que leur incidence sur le théoréme proprement dit ne soit qu’historique,
attardons-nous brievement sur ces questions de régularité au bord.

Une variété de Hadamard pincée X est en particulier un espace Gromov-hyperbolique,
et admet donc un bord idéal 0,,X. Ce bord est une sphere topologique, munie d’une
classe naturelle de métriques (mutuellement Holder-équivalentes) dont on peut fixer
une représentante. Pour Y une autre variété de Hadamard pincée, et ¢ : 050 X — 050Y
continue, notons

Q5 (&) = max d(p(£),p(§)) et q (&) := min d(p(£),»(E))

d(&',§)<r d(¢’§)=r

ol & € 05X et r > 0. Considérons alors les propriétés suivantes :
QE®©)

(i) o est quasi-symétrique : pour tous 0 < r < R, le rapport qg(é) est majoré par une
fonction continue de % indépendante de & ;
(i) ¢ est quasi-conforme : sup lim 9eld) o0 ;

geaooX r—0 q:’(g)

(iii) ¢ prolonge continiment un plongement quasi-isométrique X EN Y
(iv) on a (iii) et f: X — Y peut de plus étre choisie harmonique.

Les notions (i) et (ii) ne dépendent pas des métriques représentantes choisies sur 0., X
et O Y. L'implication (i) = (ii) est évidente.

Pour X, Y des espaces symétriques réels de rang un, la réciproque est vraie ([P89],
voir aussi [HK98]) : (i) < (ii). Le cas général reste ouvert.

Les propriétés (iii) et (iv) sont en fait équivalentes a (i). L’implication (iii) = (i) est
un résultat classique de Gromov [Gr87, §7], préexistant dans [M73]. La réciproque, plus
difficile, est due & Bonk et Schramm [BS00]. (Quand X =Y est un espace symétrique
de rang un, cette réciproque remonte a un argument de Tukia [T85]; Paulin [Pa96] en
donnait une version pour les graphes de Cayley de groupes hyperboliques.) L’implica-
tion (iii) = (iv), dont la réciproque est triviale, équivaut a la partie « existence » du
théoreme 1.1.
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Geneése du probleme

Schoen conjecturait dans [Sc93| que toute application quasi-symétrique du cercle
0. .H? dans lui-méme étend un unique difféomorphisme quasi-conforme harmonique
de H?. Dans [LW9S8], Li et Wang observaient qu’on peut remplacer « difféomorphisme
quasi-conforme » par « quasi-isométrie », et étendaient conjecturalement ce nouvel
énoncé a tout espace symétrique!) de rang réel 1. Ils montraient en outre l'unicité
de 'extension harmonique quasi-isométrique (si elle existe), d’aprés un argument de Li
et Tam [LT98] que nous reprendrons a la partie 5. Sans hypothese de quasi-isométrie,
pas d’unicité : I'identité du demi-plan supérieur H? et 'application harmonique x+iy
x + isinh(y) ont le méme prolongement continu & 0, H?.

La conjecture de Schoen était donc ramenée a limplication (i) = (iv) pour
X =Y =H? Par ailleurs, Pansu montrait dés [P89] que l'extension (existe et) est
isométrique des que X =Y est un espace hyperbolique quaternionique ou octonionique.

Progres récents

La conjecture de Schoen a été finalement montrée par Markovic dans [M17]. Il avait
auparavant résolu dans [M15] le cas de H?, plus favorable en ce qu’il respecte le principe
de rigidité de Mostow : toute application quasi-conforme du bord d,,H? ~ S? dans
lui-méme est différentiable presque partout. Le cas de H" (pour n > 3) est traité
dans [LM18], et le cas ou X,Y sont des espaces symétriques de rang 1 quelconques
(éventuellement distincts) dans [BH17a]. Ce dernier résultat prouve en particulier la
conjecture de Li-Wang.

Ces progres récents, ainsi que le théoreme 1.1 qui les contient tous, peuvent étre
vus comme des épures successives d'un méme argument d’existence, avec cependant
d’importantes différences techniques. Les difficultés liées a la courbure variable dans une
variété de Hadamard pincée X sont maintenant absorbées par [BH17¢]|, dont le résultat
principal (th. 3.6 ci-dessous) permet de comparer les mesures visuelle et harmonique
sur une sphere de X, indépendamment de son rayon. Ces inégalités sont un pendant
fini de [KL90], qui donnait des estimations analogues sur la sphére a l'infini.

La jeune postérité de ces arguments d’existence comprend déja des prépublications
offrant plusieurs directions de généralisation. Dans [SW18], Sidler et Wenger donnent
une version du théoréeme 1.1 (sans I'unicité, qui peut étre mise en défaut) dans laquelle
I'espace but Y est un espace Gromov-hyperbolique CAT(0) localement compact. La
notion d’application harmonique dans ce contexte est due a Korevaar et Schoen [KS93].

Dans [PS17], Pankka et Souto étendent les arguments de [BH17a] pour montrer
que toute application quasi-réguliere ¢ : O, ,H" — O, H" étend continiment une ap-
plication harmonique f : H" — H". La quasi-régularité est une généralisation de la
quasi-conformité, pour des applications qui ne sont pas nécessairement des homéomor-
phismes.

(M Tous les espaces symétriques rencontrés dans cet exposé seront implicitement supposés de type non
compact.
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Résultats voisins

Le théoreme 1.1 peut aussi étre rapproché du lemme de Morse [M21, Gr87|, corres-
pondant a X = R : tout plongement quasi-isométrique de la droite dans une variété
de Hadamard pincée Y est a distance bornée d’une géodésique. En effet, les applica-
tions harmoniques (non constantes) de la droite dans une variété riemannienne sont
les géodésiques paramétrées a vitesse uniforme. Dans le lemme de Morse cependant, il
peut étre nécessaire de reparamétrer la géodésique (i.e. le théoreme 1.1 ne s’étend pas
littéralement au cas X = R).

Il est concevable qu’on puisse affaiblir les hypothéses de pincement dans le théo-
reme 1.1. Sans elles cependant, le lemme de Morse devient faux, méme s’il subsiste
sous une forme atténuée pour Y un espace symétrique irréductible de rang supérieur :
voir [KLP14, G17].

En revanche, si X et Y sont tous deux des espaces symétriques irréductibles de rang
supérieur, alors tout plongement quasi-isométrique f : X — Y est a distance bornée
d’un plongement isométrique (a un changement d’échelle pres). Ce résultat est di a
Kleiner-Leeb [KLO7]; voir aussi Eskin-Farb [EF97].

Etendre harmoniquement une fonction scalaire ¢ définie sur le bord d’une variété de
Hadamard pincée, c’est possible sans autre hypothese que la continuité de ¢ : ce résultat
est dii indépendamment a Anderson et Sullivan [And84, Su84]. Pour ¢ a valeurs dans
le bord d’'une autre variété de Hadamard, la situation est moins favorable : bien qu’il
y ait existence et unicité des extensions harmoniques pour ¢ lisse, dans [M15] Marko-
vic exhibe une suite de difféomorphismes du cercle qui convergent uniformément vers
I'identité mais dont les extensions harmoniques au disque n’ont pas de limite continue.
Une hypothese plus forte que la continuité est donc bien nécessaire dans la conjecture de
Schoen, du moins si I’'on veut que le prolongement dépende continiiment de la donnée.
L’introduction de [LW98] contient de plus amples références.

3. NOTATIONS ET RAPPELS

Dans tout I'exposé, pour X une variété de Hadamard, z,y, z € X et r > 0, on notera :

— Bx(x,r) ou B(x,r) la boule de centre z et de rayon r;

— 4. (y,z) € [0,7] Pangle formé en x (supposé distinct de y et z) par les rayons
géodésiques [zy) et [xz).

3.1. Fonctions et applications harmoniques

Une application f : X — Y de classe C? entre variétés riemanniennes admet un
laplacien
Af: X =TY
tel que Af(x) € Ty,)Y pour tout x € X : par définition, A est la trace du carré de
lopérateur de différentiation D. Intuitivement, A f(z) mesure I’écart (de second ordre)
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entre f et son approximation par I'application tangente D, f, moyenné sur une petite
boule centrée en x. Le flot de la chaleur dont il a été question plus haut consiste a
déformer f dans la direction de Af.

3.1.1. Définitions. — Concretement, on peut munir un voisinage de x € X d’un sys-
teme de coordonnées osculatrices (&1, . ..&) dans lequel la forme quadratique donnant
la métrique est constante au premier ordre, égale a

> (8 + ollgD) dédg,
1<i<j<k
prés du point (0,...,0) représentant x : par exemple, Uapplication exponentielle exp, :
T,X — X envoie les coordonnées orthonormées de l'espace vectoriel T, X sur un tel
systéme. En munissant un voisinage de y = f(z) € Y d’un systéme de coordonnées
(71, ...m) satisfaisant la méme propriété pour Y, et quitte a noter (f1,..., f) les com-
posantes de f selon ces coordonnées, on peut exprimer

1 k 92
Am):z(z %g)a

j=1 \i=1 on;-

L’expression dans un systeme de coordonnées quelconque devient plus compliquée, mais
en tout état de cause la formule de Af(x) dépend uniquement du 2-jet de f en x, et
des 1-jets des métriques en x et f(z). Pour f une fonction scalaire (Y = R), elle prend

la forme
1 0 L Of
_ ij ZJ

v T
7

ol (gi;) est le tenseur métrique, (¢”/) son inverse, et v = y/det(g;;) ’élément de volume
de X.

DEFINITION 3.1. — L’application f est harmonique si Af = 0. Cela correspond au fait

que f est un point critique (pour les perturbations a support compact) de l'énergie 1.2,
définie comme [y [|Df]?.

Le probléeme de Dirichlet consiste a trouver une application harmonique sur un do-
maine B (ouvert borné) lorsqu’on connait sa restriction a dB. Il admet toujours une
unique solution sur les variétés de Hadamard : cela provient par convergence faible du
fait que I'énergie L2 est une fonctionnelle convexe, car en courbure négative chaque dis-
tance dy (f(z), f(2')) est une fonction convexe de 'application f (pour l'interpolation
géodésique entre applications).

Le cas Y = R, correspondant au laplacien ordinaire, est d’'un intérét particulier. Une
fonction f: X — R est appelée

— harmonique si Af =0,
— sous-harmonique si Af > 0,
— super-harmonique si Af < 0.
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Cette convention se justifie par le fait que si B est un domaine ouvert borné de X,
trois fonctions f, f~, f* : B — R coincidant au bord de B et telles que Af = 0 et
Af~>0> Aft satisfont toujours

VI

Aussi, une maniere puissante de borner une fonction harmonique inconnue sur B est
de trouver des « barrieres » sous-harmoniques et super-harmoniques qui ’encadrent sur

OB (donc sur B).

3.1.2. Estimations harmoniques. — Les quelques lemmes suivants sont une source na-
turelle de barrieres.

LEMME 3.2 ([BH17a, lem. 25]). — Si la courbure sectionnelle est
< —a?, alors la fonction distance ¢ = d(o,-) vérifie Ap > a.

LEMME 3.3 ([BH17a, lem. 3.2]). — Si h : X — Y est une application harmonique
(partiellement définie) entre variétés de Hadamard, et ¢ : Y — R est convezxe, alors
@ o h est sous-harmonique. Par exemple, pour tout y € Y la fonction d(y,h(-)) est
sous-harmonique sur X.

LEMME 3.4 ([BH17c, cor. 2.2]). — Sur une variété de Hadamard a courbure strictement

négative pincée, étant donné X\ > 0, la fonction ¢ = e 2 4=) est

(1) super-harmonique pour A\ assez petit;
(ii) sous-harmonique hors d’un petit voisinage de x pour \ assez grand.

Les bornes sur A peuvent étre rendues explicites en fonction de la dimension et des
constantes de courbure.

La propriété suivante, tirée de [C80], est analogue & I'inégalité de Schwarz rencontrée
en analyse complexe.

LEMME 3.5. — Si h: X — Y est une application harmonique entre variétés de Hada-
mard pincées, définie sur une boule B = Bx(x,1), alors

[Dh(z)]]

diam (h()) ~ 71

Cette borne peut étre rendue explicite en fonction de la dimension et des constantes de
courbure.

Rappelons aussi qu’une fonction sous-harmonique f définie sur un ouvert connexe
satisfait le principe du maximum : si f atteint son supremum alors f est constante.
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3.1.3. Mesures harmoniques. — Soit B C X un ouvert borné a bord lisse. Tout point

B
T

soit f : B — R continue et harmonique sur B,
3.1 = [ rast
(3) f)= [ fao

La mesure o2 peut étre vue comme la mesure de sortie (de B) du mouvement brow-

x de B définit une mesure o2 sur 0B caractérisée par la propriété suivante : quelle que

nien issu de x. Une autre fagon de le dire est que 'espérance d’une fonction harmonique,
en un point soumis a un mouvement brownien, reste constante au cours du temps. En
analyse complexe, on appelle aussi 2 le noyau de Poisson.

La mesure o, est intimement liée a la fonction de Green

GE . B~ {z} - R".

Par définition, GZ est la solution, au sens des distributions, de 'équation —AGZ = §,
(mesure de Dirac en ), sous la contrainte GZ|sp = 0. La fonction GZ posséde en x une

singularité en 7~ (dimX=2) (

ou en log + si dim X = 2), ot r désigne le rayon. Si B C B,
alors GP < GP sur B ~ {z}. Le lien avec la mesure harmonique o? est donné par

I'identité

doy 9G7 (y)

pour tout y € OB, ou n désigne la normale rentrante en y, et dA\yp est la mesure
de Lebesgue induite par la métrique riemannienne de X sur 'hypersurface 0B. L’iden-
tité (3.2) s’obtient a partir de (3.1) et de la deuxiéme identité de Green, ou « intégration
par parties »

_ dp O
/B(SOA¢ —YAp) = /BB (wﬁﬁ - 80%> dXog

en faisant ¢ = f (fonction test harmonique) et ) = GZ.

B

- coincide avec

Pour X un espace symétrique et B une boule de centre z, la mesure o
la mesure visuelle en z. En courbure variable, cette propriété d’isotropie reste vraie en
un sens grossier : dans [BH17c], Benoist et Hulin montrent le résultat de comparaison

suivant.

THEOREME 3.6. — Soient 0 < a < b et k > 2. Il existe M, N > 1 tels que pour toute
variété de Hadamard (—b*, —a?)-pincée X de dimension k, pour toute boule B de centre
x€ X ettoutd €l0,%],

1
ﬁ&N <oB(C'NoB) < Mo~
ou C? désigne n’importe quel cone de sommet = et d’ouverture 0.

La preuve consiste essentiellement a donner de bonnes estimations de la fonction de
Green GP prés de OB, en la bornant de part et d’autre par des « barrieres » sous-
harmoniques et super-harmoniques bien choisies. Nous en donnerons une idée plus pré-
cise dans la partie 6.
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Pour la preuve du théoréme 1.1, n’importe quelles bornes > 0 sur o2(C% N 9B)
(continues, nulles en § = 0) feraient l'affaire, du moment qu’elles ne dépendent que
de 0 et pas du rayon de B. Notons que la troisieme mesure portée par 0B, celle de
Lebesgue, peut en courbure variable étre trés différente de la mesure harmonique o2 et
de la mesure visuelle, lorsque la boule B est grande.

Dans [KL90], Kifer et Ledrappier avaient donné des estimations du méme type que le
théoreme 3.6 pour les mesures harmonique et visuelle a I'infini. Malgré ces bornes, ces
deux mesures a 'infini sont en général singulieres I'une par rapport a 'autre, et méme
étrangeres : c’est par exemple ce qui se produit si X est le revétement universel d'une
surface compacte a courbure strictement négative non constante.

3.2. Géométrie hyperbolique

Toute variété de Hadamard X a courbure pincée est un espace Gromov-hyperbolique :
cela signifie qu’il existe 0 > 0 (dépendant des constantes de courbure) tel que pour tout
triangle ABC de X, le d-voisinage de 'union des segments AB et AC' contienne le
segment BC'. Voici quelques propriétés de géométrie hyperbolique que nous utiliserons
(voir la figure 1).

FIGURE 1. Illustration du fait 3.7.(i-vii)

Farr 3.7. — Soit X un espace Gromouv-hyperbolique.

(i) Tout triplet de points (A, B,C) de X admet un centroide QQ = O(A, B,C), i.e. un
point situé a distance bornée de chacun des trois cotés. On a d(A, B) = d(A, ) +
d(92, B) + O(1).

(ii) Ce centroide est unique d perturbation finie prés, i.e. deux fonctions centroides
0,0 : X3 — X restent a distance uniformément bornée l'une de l’autre.

(iii) Tout plongement quasi-isométriqgue f : X — Y entre espaces Gromov-
hyperboliques respecte les centroides : dy(f(O(A, B,C)),
O(f(A), f(B), f(C))) est borné indépendamment de A, B,C € X.

(iv) Si, dans la suite, X est une variété de Hadamard (—b*, —a?)-pincée o 0 < a < b,
alors toute minoration de £4(B,C) entraine une majoration de d(A,Q), o Q :=
O(A, B,C).
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(v) Réciproquement, toute majoration M assez grande de d(A, Q) entraine une mino-
ration de £ 4(B,C), du moment que les cotés AB et AC' sont de longueurs > 2M.
(vi) St £A(B,C) est minoré et d(A, B),d(A,C) >r > 1, alors tout arc de X ~B(A,r)
reliant B a C' est de longueur au moins m.e*”, ou m > 0 dépend seulement de la
minoration de l’angle.
(vii) Un secteur angulaire de valeur 0 intercepte, sur la sphere de rayon r centrée en
son sommet, un arc dont la longueur appartient a [0 sinh(ar)/a, 0 sinh(br)/b.

Toutes les estimations d’angles ou de distances contenues dans ’énoncé ci-dessus
peuvent étre rendues explicites en fonction des constantes de pincement.

L’argument d’unicité du théoréme 1.1 fera aussi appel aux estimations CAT (Cartan—
Alexandrov—Toponogov) : rappelons qu'une variété de Hadamard X est (—b% —a?)-
pincée si, et seulement si, pour tout triangle ABC' de X, et pour tous points P € [AB]
et @ € [AC],

ng(Pba Qb) S dX(Pv Q) S ng(Pav Qa)
olt H2 est un plan de courbure constante —«? et le triangle A*B~*C* de H? a les mémes
longueurs de cotés que ABC, avec P* € [A"B"], Q" € [A"C"] vérifiant d(P", A") =
d(P,A) et d(Q", A%) = d(Q, A).

Notons enfin que les opérations de barycentre se comportent bien en courbure né-
gative. En conséquence, avant de montrer le théoreme 1.1, une étape de lissage par
convolution permet de se placer dans le cas ou f est continue et c-lipschitzienne (i.e.
la partie additive de la borne supérieure de (1.1) peut étre omise). On peut de plus
supposer que le laplacien de f est borné.

4. EXISTENCE

Cette partie est le ceeur de la preuve du théoreme 1.1.
Pour R > 0, notons hp le prolongement harmonique de f|op, ot Br := Bx(o, R).
Soit pg 1= max d(f(z), hg(x)), atteint en un point zx € Bg.
z€BR

LEMME 4.1. — On a limp_, o pr < +00.

Le lemme 4.1 entraine I'existence dans le théoreme 1.1. En effet, il dit que les fonctions
harmoniques hr : B — Y restent a distance bornée de f|g, quand R tend vers +oc.
Par le lemme 3.5, les dérivées premieres des hg restent bornées également, donc par le
théoreme d’Ascoli une sous-suite (hg, )nen converge uniformément sur tout compact.
On peut montrer que les dérivées secondes convergent également (c’est une conséquence
des estimations a priori, ou estimations de Schauder pour les équations différentielles
elliptiques), de sorte que la limite h est harmonique — et, par construction, a distance
bornée de f.
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Démonstration du lemme 4.1. — Supposons que limp_, 4+ pr = +00 et cherchons une
contradiction. Soit rr > 0 tel que

1 < rg < logpg.

La stratégie consiste & montrer qu'une proportion non nulle de la sphere 0Bx (zg, 7r)
est envoyée par f dans une région proche, vue depuis f(xg), de la direction dans laquelle
se trouve hg(zg), et que cela est incompatible avec la propriété de quasi-isométrie de f.
La lenteur de la croissance de rr est commandée, comme on le verra, par les bornes du
théoreme 3.6.

Estimations de bord

Le résultat suivant montre que la distance de xz au bord 0Br du domaine est au
moins de 'ordre de pg.

LEMME 4.2. — [l existe L > 0 tel que pour tout R > 0 et tout x € Bg,
dy(f(z), hr(x)) < Ldx(z,0Bg).

Démonstration. — Soit y € Y un point de la demi-droite [hgr(x), f(x)), tres loin au
dela de f(z) et de tout f(Bg). Choisissons une grande constante L et soit

p(2) = d(y, hr(z)) —dly, f(2)) + L(d(o,z) — R).

»1(2) w2(2) w3(2)

On a ¢(0Bg) = 0 et il s’agit de montrer que p(x) < 0. Il suffit donc de montrer que ¢
est sous-harmonique (Ag > 0) sur Bpg.

La fonction ¢; est sous-harmonique par le lemme 3.3, car h est harmonique. La
fonction @9 est de laplacien borné, par régularité de f sur Bg et de d(y,-) sur f(Bg).
Comme le laplacien de d(o,-) est minoré par la constante de pincement a > 0 de X
(lemme 3.2), il suffit de choisir L assez grand pour que Ay > 0. O

Notons désormais (h, p,x,r) pour (hg,pr,Tr,Tr) : ainsi p est simplement une dis-
tance arbitrairement grande, égale a d(f(x),h(x)). On rappelle 1 < r < logp. Soit
B, := Bx(z,r). Comme p > Lr, le lemme 4.2 implique B, C Bg, i.e. que h est bien
définie sur B,.

Estimations intérieures

Montrons maintenant que p ne saurait étre arbitrairement grand. La fonction

B, — Rt
pr: oz dy(f(x),h(z))

est sous-harmonique, par le lemme 3.3. Elle satisfait p,(z) = p. Par maximalité de p,
tout point de h(B,) se trouve a distance au plus p d’un point de f(B,) C By (f(x),rc) :
donc pn, < p + rc par 'inégalité triangulaire.

Par ailleurs on a pp(B,) > p/2 : en effet, s'il en allait autrement, comme par le
lemme 3.5 application h est O(p)-lipschitzienne sur B, la fonction py, resterait < 3p/4
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1< r<logp

r/2 p—%r/c P/ p—li—rc
FIGURE 2. Estimation de £ (,)(f(2),h(x)). Les cercles pointillés indiquent la
distance a f(z). On rappelle que f est (¢, C)-quasi-isométrique et c-

lipschitzienne.

sur une boule B’ C B, de rayon ~ 1. Etant centrée en un point a distance ' < r
de z, la boule B’ occupe un angle d’ordre au moins e~ dans la sphére visuelle de x
(fait 3.7.vii). Cela représente une portion d’ordre au moins e~*" de dB,» pour la mesure
harmonique, par les estimations (M, N) du théoreme 3.6 (tout v’ > Nb fait l'affaire des
que 7 est assez grand). On a alors par sous-harmonicité de py,

p=pn(z) < /83 pndalr < (p+ecr)+e " (—p/4)

d’otl p < 4e”"er, qui est exclu puisque r < log p.

Par conséquent, pour tout z € B, I'angle 0 := £y(;)(h(x),h(2)) est petit : §'il était
minoré (indépendamment de p) alors I'image par h du segment [zz], étant extérieure
a By (f(z), p/2), serait de longueur exponentielle en p (fait 3.7.vi), or h|p, est O(p)-
lipschitzienne par le lemme 3.5.

Montrons encore que ¢ := L) (h(2), f(2)) est petit pour z dans

U:={z€0B, | pu(z) > p—3r/c}.

Si @' était minoré indépendamment de p pour quelque z € U, on aurait par le fait 3.7.iv
et 3.7.1

d(h(z), f(2)) = d(h(z), f(2)) + d(f(z), f(z)) — O(1)
>p+5r/c—O0(1) > p

(car > 1), qui est impossible par maximalité de p.

Ainsi £y (h(z), f(2)) < 6+ 6 est petit pour tout z € U. Mais la proportion u de
JB, occupée par U, pour la mesure harmonique do?; est minorée indépendamment de
p . en effet, par sous-harmonicité de py,

p=pn(r) < /BBT prdoln < (1—u)(p—Lr/c) +u(p+rc)
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d’ott u > (1 +2c%)71.

Par conséquent (théoréme 3.6), U n’est pas confiné a une petite boule de 9B, pour
la mesure visuelle : il existe z,2" € U tels que 'angle £,(z,2’) soit minoré indépen-
damment de p. Alors le centroide O(z, z, z') est a distance majorée de x (fait 3.7.iv),
donc O(f(x), f(2), f(2)) est a distance majorée de f(z) (fait 3.7.iii). Il s’ensuit que
I'angle £y, (f(2), f(2')) est aussi minoré (fait 3.7.v) : or on a vu que £y (h(x), f(2))
et Ly (h(x), f(2')) devaient étre petits ; contradiction. Le lemme 4.1 est démontré. [

5. UNICITE

L’unicité dans le théoréme 1.1 procede d'un argument qui remonte a [LT98] et [LW9S].
Il occupe pres de la moitié de la longueur de [BH17b|; cette technicité est due a
des questions d’extraction de limites géométriques qui s’évanouissent en grande par-
tie quand X et Y sont des espaces homogenes. Soient hg,h; : X — Y deux plon-
gements quasi-isométriques harmoniques entre variétés de Hadamard pincées, tels que
o(x) = d(ho(x), hy(x)) vérifie 6 := supy ¢ < oo. Supposons, par 'absurde, que hy # hq,
i.e. que o > 0.

Interpolations partielles

Rappelons que toute application harmonique minimise localement ’énergie L2, et que
cette fonctionnelle énergie est une fonction convexe pour 'interpolation géodésique entre
applications (par convexité de la fonction distance). Cette convexité de la fonctionnelle
permettrait de montrer 1'unicité si hg, h1 étaient égales hors d’un compact. Comme ce
n’est pas le cas, nous utiliserons une forme d’interpolation partielle.

Supposons tout d’abord que ¢ atteigne son extremum ¢. La fonction ¢, en tant que
composée de (hg,h1) : X = Y x Y (harmonique) et de dy : Y x Y — Rt (convexe),
est sous-harmonique par le lemme 3.3. Le principe du maximum dit alors que ¢ est
constante : p = 0.

Pour tout ¢ € [0, 1], soit h(z) le point du segment géodésique [ho(z), hi(x)] situé a
distance td de ho(x). Soit (z,V) € T(X) : la convexité de la fonction distance entraine
que

®) :=||dh(V)||* est une fonction convexe de t € [0, 1].

L’unicité dans le théoréeme 1.1 découle du raffinement suivant :
PROPOSITION 5.1. — ®) est une fonction affine de t € [0, 1].

En effet, en courbure strictement négative, un tel comportement n’est possible que
si hg et hy sont a valeurs dans une méme droite (et égales a une translation de la
droite pres, puisque ¢ = 4). Cela est impossible quand hg, hy sont des plongements
quasi-isométriques de la variété de Hadamard X, dont la dimension est k > 2.
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Preuve de la proposition 5.1. — Soit n : X — [0, 1] une fonction lisse, & support com-
pact contenant x. Pour 0 < € < 1/2, considérons les interpolations partielles

Je() := hep) () et g-() := hi_ep@a) ().

La différentiation donne

dfe(V) = dhopie) (V) + edn(V) 2utz)

Ot lt=en()
dg.(V) = dh (V) — ed(V) 252
Je 1—en(z) ean Ot lt=1—en(z)
dh (V)
M(X)=—"% S~ i___ Lo --7T
g (X): :
I
1dhy (V)
FE S
() ———l =t TE AT W —
dho(V)

Fi1GURE 3. Interpolation locale en courbure négative : sauf cas dégénérés, t —
®) = ||dhy(V)||? est strictement convexe.

Or la propriété ¢ = ¢ (dans un voisinage de z) entraine que le produit scalaire de
dhy(V) et 243 ogt indépendant de . On obtient donc

t
ISP+ ldg-(V)[|? = L) + @1 sy + 262 dn(V)]*6?
<O 4 0 — 2en(x) (BF + ) — 2<I>¥/2) + O(g?)
=0V >0

par convexité de @. Il suffit de montrer que le terme noté UV est nul : supposons ¥V > 0.
Cette inégalité reste vraie pour de petites perturbations de (x, V). Or I’énergie E(h)
d’une fonction h sur le support U de n est I'intégrale de ||dh(V)||? sur le fibré unitaire
tangent de U. Intégrée, I'inégalité précédente donne donc (en prenant € assez petit pour
pouvoir négliger le terme quadratique)

E(f:) + E(g:) < E(ho) + E(ha).

Comme hg et h; minimisent localement 'énergie, il y a égalité et finalement ¥V = 0. [

Limites géométriques

Dans le cas ou la fonction ¢ n’atteindrait pas son supremum ¢, la stratégie est de se
ramener au cas précédent par un argument de limites géométriques. Soit (z,),en une
suite de X telle que d(ho(x,), hi(z,)) —= 0. Plagons les points base de X,Y en x,
et ¥y, := ho(z,). On peut extraire de la suite d’espaces métriques pointés (X, x,) une
limite géométrique (X>°, 2°°), au sens de Gromov-Hausdorff, qui est encore un espace
métrique pointé propre (i.e. dont les boules fermées sont compactes). Cet argument



1149-14

d’extraction, tres général et dii a Cheeger—Gromov, repose uniquement sur la propriété
suivante (conséquence ici des bornes inférieures de courbure) : pour tous R,e > 0 il
existe N tel que pour tout n, la boule Bx (z,, R) soit recouverte par au plus N boules de
rayon €.

On peut de méme extraire une limite (Y, y>°). Comme hy est harmonique et quasi-
isométrique, elle est lipschitzienne par le lemme 3.5, et on peut encore extraire une
application limite hAg° : (X, 2%°) — (Y*°,y*) de méme constante de Lipschitz que
hg, ainsi qu'une autre application h$° : X* — Y* a distance < ¢ de la premiere. Par
construction, d(hi°(x*), hi°(x>°)) = 4. Il reste donc uniquement a s’assurer que X >, Y
sont bien des variétés de Hadamard pincées, et que hg°, h{® sont bien harmoniques.

L’outil principal est I'existence d'un systéme de cartes uniformément régulieres de X
et Y, dans lesquelles les tenseurs métriques et les applications hg, h; admettent aussi
des expressions uniformément régulieres. Plus exactement, le pincement de la courbure
assure pour tout 0 < a < 1 l'existence d'un atlas de X tel que :

(i) les cartes sont des boules de rayons uniformes;
(i) les changements de cartes sont des fonctions de classe C*;

)

)
(iii) les tenseurs métriques sont des fonctions de classe C1<;
(iv) les symboles de Christoffel sont de classe C% (i.e. a-héldériens);
)

(v) toutes les normes C** qui précédent sont uniformément bornées.

De telles cartes, sous une hypothese de lissité C* (non uniforme) de X qu’on peut
probablement affaiblir, sont construites dans [J84, Pe94] (en prenant pour fonctions
coordonnées des fonctions harmoniques).

Les bornes (v) assurent une propriété d’équicontinuité : une sous-suite d’atlas
converge vers un atlas de X ayant les mémes propriétés de régularité. La méme chose
vaut pour Y *°.

un sens a la notion d’application harmonique X*° — Y *°. Les applications lipschit-
ziennes et harmoniques hg, h; : X — Y sont soumises a des estimations a priori (ou
estimations de Schauder, déja rencontrées plus haut, pour les équations différentielles
elliptiques) qui montrent qu’elles sont uniformément C*“. Par uniformité, hS® et h$°
héritent de la méme régularité, et sont encore harmoniques.

La régularité (iii) du tenseur métrique est en revanche insuffisante (de justesse) pour
appliquer la définition différentielle de la courbure sectionnelle a la limite. Cependant,
les inégalités de pincement CAT-(—b% —a?) auxquelles sont soumis les espaces X, Y sont
héritées par les limites X, Y. La borne inférieure —b* assure notamment l'unicité
des géodésiques. Cela s’avere suffisant pour faire fonctionner 'argument d’interpolation
partielle comme dans le cas lisse.
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6. ESTIMATION DES MESURES HARMONIQUES

Nous donnons ici les grandes idées de la preuve du théoreme 3.6, tirée de [BH17¢].
Pour u,v > 0, nous utiliserons la notation v < v pour signifier que u < Mv ou M
est une constante dépendant des constantes de pincement, de la dimension, ainsi que
d’éventuels parametres supplémentaires placés en indice : par exemple u <. v. On
notera u ~ v quand u < v et u 2 v.

Rappelons 'inégalité de Harnack [LW02] :

PROPOSITION 6.1. — Soite > 0 et soit X une variété de Hadamard d courbure > —b>.
1l existe H > 0 tel que toute fonction harmonique h > 0 définie dans un e-voisinage
d’un segment |x,z'] de X vérifie

—Hd(z,x") h(xl> < eHd(m,x’).

IN

(&

Un autre ingrédient essentiel est la barriere d’Anderson-Schoen, sorte de variante du
lemme 3.4.(i) :

PROPOSITION 6.2. — Sur une variété de Hadamard X pincée, il existe 6 > 0 tel que
pour tout rayon géodésique [xy) de X, il existe une fonction super-harmonique ufyy > 0
sur X vérifiant

(i) Upay)(2) > 1 quand £,(y,2) < 5 ;

(i1) Upzy) (2) S €712 quand £,(y, z) = .

Une inégalité d’Ancona [Anc87], valable sur les variétés de Hadamard pincées, dit
qu’étant donnés deux rayons 0 < r < 7/, une fonction de Green définie sur un 7’-
voisinage de son pole x est ~,,» 1 a distance r de . On utilisera aussi les propriétés
suivantes, qui en sont une conséquence. Rappelons que GZ désigne la fonction de Green
de pdle x définie sur un domaine B, et 7 la normale rentrante en un point de 0B.

PROPOSITION 6.3. — Soient 0 < a < b, soit X une variété de Hadamard (—b* —a?)-
pincée et soit € > 0. Pour toute boule B C X de rayon R > 1 et tous (x,§) € B x 0B,
oGE
(i) sid(xz,&) > ¢ alors 0f (€) <c 1,
n
o 1 9G"
(ii) si d(x,§) < < et d(x,0B) > ¢ alors T(ﬁ) Ze 1.
n
Démonstration. — Choisissons A > 0, grand au sens du lemme 3.4.(ii) : pour tout

p € X, la fonction e ) est sous-harmonique hors de B(p, %) On a A =~ 1. Soit B*
la boule concentrique a B, de rayon R £+ 1.

Pour (i), soit p € OB tel que d(p,&) = 1. 1l suffit de montrer que pres de £ on a
GE <. ¢ :=e* —e @) (qui s’annule en ). Par les estimations d’Ancona, GB™ <_ 1

~Y

sur le bord de U := B(z, 5); a fortiori GF <. 1 sur 9U. Done G <. ¢ sur 9U. On a

T ~YE

aussi 0 = GE < ¢ sur 9B. Comme B \ U est inclus dans la région X N\ B(p, 1) ol ¢
est super-harmonique, on a G2 <_ o sur B\ U.

~Y
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»’<0

@' >0

F1GURE 4. Tllustration de la proposition 6.3

Pour (ii), soit ¢ € OB~ tel que d(q,&) = 1. Il suffit de montrer que prés de £ on a
GB >, ¢ = e @) e (qui s’annule en ¢). Par les estimations d’Ancona, G2 >_ 1 a
une petite distance de x, donc quitte a appliquer 'inégalité de Harnack sur un segment
de longueur <. 1, on a encore G2 >, 1 sur 0B, ot B’ := B(q,3). Donc GE =, ¢ sur

OB’. On a aussi 0 = GZ > ¢’ sur 9B. Comme ¢’ est sous-harmonique sur B\ B’, on a
GB >. ¢ sur B\ B. O

Soient & présent B := Bx(z, R) et £ € 0B, et C[Z‘E) un cone visuel de sommet z, d’axe
[2€) et d’angle . On notera parfois €Y := C’fxf). Rappelons que par (3.1)-(3.2), pour

tout 2’ € B, la mesure harmonique o5 sur OB vérifie
(6.1) cB(C?*NOB) = hi(a') = / 0G, (&)de¢
. v R c?noB  ON

ott h% : B — [0,1] est la fonction harmonique qui coincide sur B avec la fonction
caractéristique de C?, et ou l'intégration se fait par rapport a la mesure de Lebesgue
(k — 1)-dimensionnelle de 0B. Le théoréme 3.6 découle de 1'égalité de gauche et de
I’encadrement suivant.

PROPOSITION 6.4. — Soient 0 < a < b et X une variété de Hadamard (—b* —a?)-
pincée de dimension k. Soit H une constante de Harnack donnée par la propostion 6.1

. . . . Fy H
pour € = 1, et soit & donné par la proposition 6.2. On peut supposer § < k —1 < .
Alors pour tout cone C? de sommet x € X et d’ouverture 0, et tout R > 0,

07 < h(x) < 0°°.

Démonstration. — Si R est borné, I’égalité de droite de (6.1) et la proposition 6.3 disent
que h%(z) est de 'ordre de la mesure de Lebesgue de C? dans OB, et les estimations
trigonométriques (fait 3.7.vii) montrent que celle-ci est de I'ordre de %71 : en d’autres
termes, la densité relative des mesures visuelle et harmonique sur 0B est contrdlée, et
h%(x) ~x 6%~1. On suppose donc désormais R > 1.
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Pour @ pas trop petit (en fonction de R), la stratégie est d’estimer h%(x) par les
propositions 6.1 et 6.2. Pour # plus petit, on affinera en estimant d’abord, comme ci-
dessus, les valeurs de h% a distance ~ 1 de ¢, au moyen de (6.1) et de la proposition 6.3.

0B
N
7,
Q
A\
\ R
x 0) @ ¢ & 0y
Oo(1)
, R
g’ =1
) (i)
0B
oB'
R !
T 0y T 0 aE
: ho >s s f
geo R =1

FIGURE 5. Majorations (i-ii) et minorations (iii-iv) de h%(z). Le cone C? =
ngé) est grisé.

Majoration de h%(z)

A distance R, 'écartement atteint par les rayons de C? est < 6e’2. Si ce nombre est
> 1, soit R’ < R tel que 0e’® =1 : il existe un point 2’ € [z€) & distance R’ — O(1) de
x tel que C[exg) NoB C C’[yg) N OB (figure 5.i). La barriére super-harmonique u¢) > hf
donne

W (x) < upe) (2) S e =070,

Si au contraire fe?® < 1, il existe 2’ € [x€) a distance ~ 1 de ¢ tel que la boule
B :=B(&,d(€, 7)) contienne C? N OB (figure 5.ii). On peut en outre supposer que 95’
reste a distance > 1 de C% N 9B, dont la mesure de Lebesgue est notée s. On a alors
h% < s sur BN OB, par (6.1) et la proposition 6.3.(i). Ainsi, par super-harmonicité,
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hY, < saure) sur BN B'. Comme s < (0e?) ! par les estimations trigonométriques, il
vient
)
h%(I) S 8. Upg) (I) 5 (erR)k—le—éR _ ek—l(ebR)k:—l—g < ed/b
P

en utilisant % <k-—1letetf< our la derniere inégalité.

1
0
Minoration de h%(z)

Soit R > 0 tel que 8™ = 1, et supposons d’abord que R’ < R — L, out L ~ 1 est
un nombre assez grand que nous allons déterminer. A distance R’, I’écartement atteint
par les rayons de C? est > fef' = 1.

Si la marge L est assez grande, on peut trouver 2’ € [z£) N B a distance R+ O(1) de
x tel que C[T;% C 0[9555) (figure 5.iii). Pour tout z” € [2/, &), la barriere sous-harmonique
1 — gy < h% donne

R(”) > 1 — upy ().
Rappelons que ;) (z") S e9d"2") Qi la marge L est assez grande, on peut donc

prendre d(z’,z") & 1 assez grand pour que up,(z”) < 1

5. Alors I'inégalité ci-dessus
donne h%(z") 2> 1, et I'inégalité de Harnack appliquée au segment [z, 2"], de longueur
R+ O(1), donne

RO (z) = e R B0 (2") > o HR — gi/a,

Si au contraire R > R — L, i.e. e < e & 1, soit 2’ € [z€) tel que d(z/,¢) = 1
(figure 5.iv). La boule B’ := Bx(£,1) contient une boule de rayon ~ #e®? de 9B,
contenue dans C?, de mesure de Lebesgue s > (0e?®)*=1. Or h%(2') > s, par (6.1) et
la proposition 6.3.(ii). L’inégalité de Harnack appliquée au segment [zz’], de longueur
R — 1, donne

h%(m) 2 e—HRh%(x/) 2 e—HR(QeaR)k—l _ gk—l(e—aR)%—(k—l) Z gH/a
en utilisant % >k — 1 et e % > 0 pour la derniére inégalité. O]
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