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CONJECTURE DE HILBERT-SMITH EN DIMENSION 3
[d’aprés J. Pardon]

par Sylvain MAILLOT

INTRODUCTION

Pour toute variété topologique M, on note Homeo(M) le groupe des homéomor-
phismes de M, que l'on munit de la topologie compacte-ouverte (engendrée par les
ensembles de la forme V(K,U) = {f € Homeo(M) | f(K) C U} pour K C M compact
et U C M ouvert). A toute action d’un groupe topologique G sur M on peut associer
un morphisme continu de G dans Homeo(M ). On rappelle que 'action est dite fidéle si
ce morphisme est injectif. L’énoncé de la conjecture de Hilbert-Smith est le suivant :

CONJECTURE 0.1. — Soient M wune variété topologique connexe de dimension n et
G un groupe topologique localement compact qui agit fidelement sur M. Alors G est
1somorphe a un groupe de Lie.

L’hypotheése de locale compacité sur G ne peut étre supprimée. Par exemple, le groupe
Homeo(S!) n’est pas un groupe de Lie (il n’est pas localement compact.) De méme,
I’énoncé devient faux si ’'on omet ’hypothése de connexité sur M : le groupe compact
T> = (R/Z)N agit fidélement sur la variété R/Z x N selon la formule

(gn)nen - (0,p) = (0 + gp, D).

Le sujet principal de cet exposé est le théoréeme suivant :
THEOREME 0.2 (J. Pardon [Parl3|). — La conjecture 0.1 est vraie pour n = 3.

On renvoie a 'introduction de I'article de Pardon [Parl3] pour une liste de résultats
connus antérieurement. Il s’agit principalement de résultats partiels valables en toute
dimension sous des hypothéses supplémentaires de régularité sur ’action. Par ailleurs
la conjecture était connue en dimensions < 2; le résultat de Pardon redémontre ceci
puisque si 'on démontre la conjecture en dimension n, on la démontre aussi en toute
dimension inférieure a n (faire le produit de M avec un espace euclidien).

La conjecture de Hilbert-Smith est issue du « 5-iéme probléme de Hilbert », dont I'in-
terprétation moderne consiste a explorer les liens entre la notion de groupe topologique
et celle de groupe de Lie. Ces questions ont beaucoup été étudiées dans la premiére
moitié du XXeéme siécle; une série de développements que nous ne détaillerons pas
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ici trouvent leur aboutissement au début des années 1950 dans les travaux de Glea-
son [Gle51, Gleb2|, Montgomery-Zippin [MZ55] et Yamabe [Yamb53b, Yamb53a|. Nous
renvoyons au livre de T. Tao [Taol4] pour un exposé moderne de cette théorie. Citons
simplement un résultat majeur de cette période :

THEOREME 0.3 (Montgomery-Zippin). — Soit n un entier naturel. Tout groupe topo-
logique localement homéomorphe a R™ est isomorphe a un groupe de Lie.

Ce texte est structuré comme suit : dans la section 1, nous donnons quelques éléments
de topologie des variétés de dimension 3 ; certains résultats sont utilisés dans la preuve
du théoréme 0.2; d’autres permettent de mieux apprécier le contexte dans lequel cette
preuve se déroule. Dans la section 2, nous reformulons la conjecture de Hilbert-Smith
en termes du groupe topologique Z, des entiers p-adiques. Dans la section 3 nous expli-
quons comment la preuve du théoréme 0.2 se décompose en trois étapes. Par souci de
simplification, I’exposition est informelle et les constructions quelque peu simplifiées.
Enfin, la section 4 est consacrée a la notion de quasi-cylindre, laquelle est au coeur de
la deuxiéme étape de la preuve.

Par convention, dans ce texte, I’homologie et la cohomologie sont toujours a coeffi-
cients dans Z.

REMERCIEMENTS — En préparant cet exposé j’ai bénéficié de remarques utiles de
Christophe Bavard et Samuel Tapie. Je remercie également John Pardon pour sa relec-
ture attentive de ce texte et ses commentaires.

1. VARIETES DE DIMENSION 3

1.1. TOP, PL et DIFF

En topologie des variétés, on distingue classiquement trois catégories : la catégo-
rie TOP des variétés topologiques considérées a homéomorphisme prés, la catégorie
PL des variétés définies par des cartes affines par morceaux, considérées & homéo-
morphisme PL pres, et la catégorie DIFF des variétés différentielles de classe C*,
considérées a C*°-difféeomorphisme prés. Toute variété DIFF admet une structure PL
compatible, unique au sens ou deux variétés DIFF qui sont difféomorphes sont aussi
PL-homéomorphes ; de méme (et c’est immédiat a partir des définitions), toute variété
PL admet une unique structure TOP.

En général, les réciproques ne sont pas vraies, ni pour I’existence, ni pour l'unicité.
C’est cependant le cas en dimension n < 3. En particulier on a le résultat suivant (voir
par exemple Hempel [Hem76] pour des références) (M

1. La partie la plus difficile est I'existence de structures PL sur les variétés topologiques de dimen-
sion 3, qui est due & E. Moise.
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THEOREME 1.1. — FEn dimension 3, toute variété TOP admet une structure PL com-
patible et toute variété PL admet une structure DIFF compatible. De plus, on a uni-
cité au sens ou deux variétés PL sont homéomorphes si et seulement si elles sont
PL-homéomorphes, et deux variétés DIFF sont homéomorphes si et seulement si elles
sont difféomorphes.

Ce théoréme pourrait laisser croire que toute variété topologique de dimension 3
munie d'une action de groupe admet une structure PL (resp. DIFF) invariante. Or
cet énoncé est faux : Bing [Bin52| a construit une involution sauvage de la sphére de
dimension 3 : il s’agit d’un homéomorphisme 7 : S* — 53 tel que 72 = Id et 7 n’est
conjuguée & aucun difféomorphisme de S3. L’ensemble des points fixes de 7 est une sous-
variété topologique de S® homéomorphe & S?, mais qui n’est équivalente ?) & aucune
sous-variété différentielle. Une telle sous-variété est dite sauvage.

Bien entendu, 7 n’est pas l'identité. On a donc affaire a une action fidéle du groupe
Z /27 sur S3. Cet exemple illustre une difficulté de la conjecture de Hilbert-Smith. On
ne peut espérer montrer que le groupe G est sage en prouvant que son action sur M est
sage : méme le groupe en apparence inoffensif Z/2Z peut agir de fagon sauvage sur la
variété compacte de dimension 3 la plus simple qui soit.

Dans la suite de ce texte, toutes les surfaces plongées dans une variété de dimension 3
seront supposées connexes, orientables et PL. Le dernier point implique 'existence d'un
voisinage tubulaire et exclut les surfaces sauvages.

Notons que nos variétés de dimension 3 et surfaces seront par défaut supposées sans
bord, contrairement aux conventions habituelles en topologie. Les sous-variétés de di-
mension 3 sont en revanche en général & bord.

1.2. Variétés compactes et non compactes

La structure des variétés compactes de dimension 3 est aujourd’hui relativement
bien connue, en particulier grace a la preuve par Perelman |[Pera, Perb, Perc| de la
conjecture de géométrisation de Thurston. Cela permet de décomposer toute variété M
compacte de dimension 3 en variétés dites géométriques. En revanche, pour les variétés
non compactes, on ne dispose pas d’énoncé plausible méme conjecturel de quoi que ce
soit qui ressemblerait & un théoréme de structure, toutes les tentatives butant sur une
série de contre-exemples. Historiquement, le premier de ceux-ci est la variété de Whi-
tehead [Whi35|, qui est une variété de dimension 3 non compacte contractile qui n’est
pas homéomorphe a R3. Pour d’autres exemples exotiques de variétés de dimension 3
non compactes, voir [Sco77, ST89, Mai08, Mai].

2. Deux surfaces Fy, Fy plongées dans S® sont équivalentes si les couples (S3, Fy) et (S®, Fy) sont
homéomorphes.
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2. GROUPE TOPOLOGIQUE DES ENTIERS p-ADIQUES

2.1. Définition et propriétés

Le prototype de groupe topologique localement compact, de dimension topologique
finie et qui pourtant n’est pas un groupe de Lie est le groupe topologique des entiers
p-adiques Z, dont nous rappelons maintenant la définition.

Soit p un nombre premier. On définit Z, comme la limite projective du systéme
({Z/p*Z} ken, { fr}ren) ol pour tout k le morphisme f, : Z/p*™1Z — Z/p*Z est celui

qui & la classe d’un entier modulo p**! associe la classe du méme entier modulo p*.

Pour tout k¥ € N on munit Z/p*Z de la topologie discréte, qui est une topologie
de groupe. De cette facon on obtient sur Z, une structure de groupe topologique. Ce
groupe est compact, donc localement compact. Plus précisément, il est homéomorphe
a l'ensemble de Cantor. En particulier, il est de dimension topologique 0, mais infini.
Ce n’est donc pas un groupe de Lie. ()

Pour tout k& € N notons G, le sous-groupe p*Z, de Z,. Il est d’indice fini et iso-
morphe (en tant que groupe topologique) a Z, lui-méme. Il est facile de voir que l'inter-
section des G, est réduite a 1’élément neutre. Ces sous-groupes forment donc une base
de voisinages de 1’élément neutre dans Z,,. L’existence d’une telle famille est la négation
de la propriété (NSS) (pour « No Small Subgroups ».) C’est une obstruction bien connue
au fait qu'un groupe topologique soit un groupe de Lie. (Pour approfondir ce sujet, lire
la discussion du théoréme de Gleason-Yamabe dans 'introduction de [Taol4].)

2.2. Une réduction de la conjecture de Hilbert-Smith

Une conséquence des travaux de Gleason, Montgomery-Zippin et Yamabe sur la struc-
ture des groupes topologiques localement compacts (cf. [Taol4, Tao|) est que la conjec-
ture de Hilbert-Smith est équivalente & I’énoncé suivant :

CONJECTURE 2.1. — Soit M une variété topologique connexe. Alors pour tout nombre
premier p, le groupe topologique Z, n’admet pas d’action fidele sur M.

C’est cette version de la conjecture que Pardon démontre quand dim M = 3. La
démonstration est par I'absurde. Quitte a remplacer Z, par G, pour k suffisamment
grand, on peut supposer que I'image du groupe est contenue dans un voisinage arbitrai-
rement petit de I'identité de Homeo(M). Cela va permettre de se ramener au cas ou M
est un ouvert de R3, de sorte que la topologie globale de la variété de départ ne joue
aucun role dans la preuve.

3. Il existe d’autres groupes ayant les mémes propriétés topologiques, comme (Z/2Z)N, ou encore
le produit de tous les Z/pZ ou p parcourt ’ensemble des nombres premiers. La présence de petits sous-
groupes cycliques permet de voir que ces groupes ne peuvent agir fidélement sur une variété connexe
en utilisant les théorémes de Newman [New31].
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3. PLAN DE LA PREUVE

Nous allons décomposer la preuve du théoréme 0.2 en trois étapes principales. L’ex-
position est informelle et donc parfois imprécise. Nous renvoyons a l'article de Par-
don [Parl3] pour une exposition rigoureuse et détaillée.

Raisonnant par l’absurde, nous partons d’une action fidéle de Z, sur une variété
connexe M de dimension 3. Nous commencons par quelques considérations préliminaires
qui permettent de se ramener au cas ot M est un ouvert de R? et ot I'action du groupe
« bouge trés peu les points ».

DEFINITION 3.1. — Soit X un espace topologique muni d’une action d’un groupe G. On
dit que ’action est localement d’ordre fini en un point x € X s’il existe un sous-groupe
d’indice fini de G qui fixe un voisinage de x.

Dans notre situation, il resulte d’un théoréme de Newman [New31| que M admet au
moins un point ou 'action n’est pas localement d’ordre fini. Soit xy un tel point.

Notons dey la distance euclidienne sur R? et pour tout 7 > 0, notons B(r) la boule
ouverte centrée en l'origine et de rayon r pour cette distance. Fixons un homéomor-
phisme entre B(3) et un voisinage ouvert de zo dans M et identifions chaque point a
son image. On suppose que l'origine de R? est identifiée a z.

Posons 7 = 27!, Par continuité de I’action, on observe que pour k suffisamment grand
on a G, ;B(2) C B(3) et pour tout a € G, et tout x € B(2) on a deya(z, a0 - ) < 1.
Quitte a remplacer Z, par G, et M par G ;B(1), on peut donc se ramener au cas ol
M est un ouvert de R3 satisfaisant les hypothéses suivantes :

1. B(l)c M Cc B(1+n);
2. Pour tout (o, z) € Z, x M on a deya(z, a0 - ) <1
3. Aucun sous-groupe d’indice fini de Z, ne fixe un voisinage de 'origine.

Nous abordons maintenant la preuve proprement dite.
Etape 1 : Construction d’un quasi-cylindre invariant.
S0it ftfaar la mesure de Haar de Z,. Munissons M de la métrique

i () = / dowa (@0~ 2, - ) dtisaas (@).
Z

P
Pour A C M notons N™(A) I’ensemble des points dont la distance & A est strictement
inférieure a ¢.

Soit Ky C M un corps & anses de genre 2. Posons K = Z, - K,. On construit un
compact invariant Z en prenant la réunion de K et d’'un ensemble L = Z, - Ly, ou Ly
est un petit arc reliant deux points de la frontiére de K par I'extérieur. @ Vu de loin, Z
ressemble & un corps a anses de genre 2. L’idée maitresse de la suite est de construire
une sorte de « bord approximatif » de Z.

4. 1l faut en réalité (pour des raisons techniques) poser K = (Z, - Ko)" et L = (Z, - Lo)*, ou X T
désigne 'intersection des ouverts bornés contenant X et dont le Hy est nul.
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Du fait que Z n’appartient pas a priori & une catégorie d’espaces pour lesquels la
cohomologie singuliére se comporte bien, on travaille avec la cohomologie de Cech. Une
propriété cruciale de ’ensemble invariant Z est que l'action induite de Z,, sur HY(Z)
est non triviale.

On définit ensuite un ouvert invariant U, qui est essentiellement N™(Z) \ Z pour
¢ convenable. ®> On montre que U est ce que Pardon appelle un quasi-cylindre (nous
définirons cette notion dans la section suivante.)

Etape 2 : construction d’une surface invariante & homotopie preés.

Dans cette étape, qui est au coeur de la preuve, on démontre ’existence d’une surface
incompressible F' C U invariante a homotopie pres, c’est-a-dire telle que, pour tout
a € Z,, la surface a - I est homotope & F'. Noter qu’on ne controle pas le genre de F'.

Etape 3 : la contradiction finale.

Grace a I'étape précédente, on obtient un morphisme de Z, dans le groupe MCG(F')
des difféotopies de F'. (La preuve de ce point est un peu plus délicate que la simple
existence de F', voir [Parl3, Lemma 4.12|.) On montre que le noyau de ce morphisme
est un sous-groupe distingué ouvert de Z,; I'image est donc finie. Les propriétés géo-
métriques et homologiques de 'action de Z, sur Z permettent de montrer les deux
assertions suivantes :

1. 11 existe un sous-module de H;(F') fixé par Z, sur lequel la forme d’intersection a
dans une base convenable la matrice suivante :

0 1 0 O
-1 0 0 O
0 0 0 1
0 0 -1 0

2. L’action de Z, sur H;(F') est non triviale.

On obtient enfin une contradiction grace a un théoréme de J. Nielsen [Nie43] qui
classifie les sous-groupes finis cycliques de MCG(F).

4. QUASI-CYLINDRES

Le but de cette section est de détailler la partie de la preuve qui se déroule dans le
cadre des variétés de dimension 3. Pour simplifier, nous ne préciserons pas toujours la
catégorie (TOP, PL ou DIFF) dans laquelle on se place. Pour les raisons expliquées plus
haut (le contre-exemple de Bing) il est en fait nécessaire de jongler avec les catégories.
La difficulté vient du fait que 'on s’intéresse a une action de Z, sur une variété M de

5. La encore, il faut en réalité prendre la composante connexe contenant Z de I’ensemble (N (Z))*
et retrancher Z.
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dimension 3 par homéomorphismes, sans aucune hypothése de régularité supplémen-
taire. D’aprés le théoréme 1.1, on peut munir M d’une structure PL (ou DIFF,) mais il
n’y a aucune raison a prior: qu’il en existe une qui soit invariante sous ’action de Z,,.
Ces structures ne peuvent donc jouer quun role auxiliaire. (¢

Comme indiqué a la section 1, chaque fois que nous considérons un plongement d’une
surface dans M, nous nous plagons dans la catégorie PL ou DIFF de facon a éviter les
surfaces sauvages. De plus toutes nos surfaces sont connezxes et orientables.

4.1. Définitions et exemples

Commencons par rappeler quelques définitions classiques de topologie. Soit M une
variété connexe de dimension 3. On dit que M est irréductible si tout plongement de la
sphére de dimension 2 dans M se prolonge en un plongement de la boule de dimension 3.
Le nombre de bouts de M est la borne supérieure dans NUoo, prise sur toutes les parties
compactes de M, du nombre de composantes connexes non relativement compactes.

Quand M est orientable (ce que nous supposerons toujours dans ce texte), une surface
F plongée dans M est incompressible si le morphisme de 71 (F') dans 71(M) induit par
I'inclusion est injectif. Si M a deux bouts, on dit que F' sépare les bouts si M \ F' admet
deux composantes connexes dont aucune n’est relativement compacte.

DEFINITION 4.1. — Soit M une variété connexe orientable de dimension 3. On dit que
M est un quasi-cylindre si M a les trois propriétés suivantes :

1. M est irréductible ;

2. M a deux bouts (en particulier M n’est pas compacte) ;

3. Hy(M) = Z.

Exemple 4.2. — Soit F' une surface compacte de genre au moins 1. Alors F' x R est un
quasi-cylindre.

Ezemple 4.3. — Soit O un orbifold de dimension 2 dont l'espace sous-jacent |O| est
homéomorphe a S' x R. Alors tout fibré de Seifert de base O est un quasi-cylindre.
(Voir par exemple [BMPO03| pour les définitions.)

4.2. Le treillis des surfaces incompressibles

Dans toute la suite on fixe un quasi-cylindre M et une bijection € entre I’espace des
bouts de M et 'ensemble {+, —}. (Le couple (M, €) est ce que Pardon appelle « direc-
ted quasicylinder ».) Nous allons nous intéresser aux surfaces incompressibles dans M
séparant les deux bouts. Commencons par noter le lemme général suivant :

LEMME 4.4. — Soit F' une surface compacte plongée dans M. Les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

6. De méme, existence d’une structure DIFF permet de munir M d’une métrique riemannienne,
mais on ne peut affirmer & ce stade qu’il en existe une invariante...
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1. F sépare les deux bouts de M ;
2. F représente un élément non nul de Hy(M) ;
3. La classe de F' engendre Ho(M).

Si F' est une telle surface, on notera M, (F') et M_(F') les composantes connexes
de M\ F, le signe étant déterminé par le signe du bout correspondant.

Soit S(M) 'ensemble des classes d’homotopie de surfaces compactes plongées in-
compressibles dans M séparant les deux bouts. La premiére observation est le lemme
suivant, qui découle d’un argument classique de topologie tridimensionnelle basée sur
le Théoréme du Lacet.

LEMME 4.5 (cf. [Hat07], Lemma 3.6). — L’ensemble S(M) est non vide.

On définit ensuite une relation < sur S(M) de la fagon suivante : si §i, F2 sont des
éléments de S(M), on déclare que §; < §o il existe des représentants F; € § et
F, € §5 tels que Fy C M_(F).

LEMME 4.6. — La relation < est une relation d’ordre sur S(M).

PREUVE (esquisse) — La réflexivité et la transitivité sont faciles. Pour I'antisymétrie,
on peut raisonner comme suit : si §1, §o sont des éléments de S(M) tels que 'on ait a la
fois §1 < §2 et §2 < 1, alors il existe des représentants Fi, F| de §; et un représentant
F, de 2 tels que Fy C M_(Fy) et F| C M (F,). (Ceci utilise le fait que pour les
surfaces que nous considérons, la relation d’homotopie est équivalente a celle d’isotopie
ambiante.) En utilisant un théoréme de Waldhausen [Wal68|, on en déduit que la sous-
variété compacte bordée par Fy U F| est homéomorphe & F; x [0, 1]. Cela implique que
F5 est homotope a F.

Rappelons qu’un ensemble ordonné (X,<) est un treillis si toute partie finie
non vide de X admet une borne supérieure et une borne inférieure. Le résultat
principal de cette section est la proposition suivante, issue d’'un échange fruc-
tueux entre J. Pardon et I. Agol sur le site de questions/réponses MathOverflow
(cf. mathoverflow.net/questions/74799/).

PROPOSITION 4.7. — L’ensemble ordonné (S(M), <) est un treillis.

Remarque 4.8. — La démonstration donnée dans [Parl3| de la proposition 4.7 uti-
lise la théorie des surfaces minimales via un résultat de M. Freedmann, J. Hass et
P. Scott [FHS83|. Ceci nécessite un bref passage par la catégorie DIFF. Alternative-
ment (cf. [Parl3, Remark 2.21]) on peut rester dans la catégorie PL en utilisant a la
place des surfaces minimales les surfaces dites PL-minimales. Cette derniére notion a été
développée par W. Jaco et H. Rubinstein [JR88|, qui ont montré que des résultats ana-
logues a ceux de [FHS83] sont valables dans leur théorie (la preuve étant essentiellement
identique). Cela permet également de simplifier un peu la preuve de la proposition 4.7,
puisque l'on dispose d'un théoréme plus général d’existence valable dans un cadre non
compact (cf. [Mai03, Appendix A].)
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Dans 'exemple 4.2, 'ensemble S(M) est un singleton. L’exemple 4.3 est plus inté-
ressant quand l'orbifold O a un ensemble singulier ¥ non vide. L’ensemble S(M) est
alors en bijection avec ’ensemble des classes d’homotopie de courbes fermées simples
dans |O| \ X séparant les deux bouts de |O|. Si X est fini, S(M) est borné. S’il y a
une suite infinie de points singuliers tendant vers le bout +, mais que la méme chose
n’est pas vraie pour le bout —, alors S(M) est minoré mais pas majoré. De méme,
S(M) peut étre majoré mais pas minoré, ou ni majoré ni minoreé.

Nous concluons avec le théoréme de point fixe suivant :

THEOREME 4.9. — Pour toute action de Z, sur un quasi-cylindre M fizant chaque
bout, l’action induite sur S(M) admet un point fize.

PREUVE (esquisse) — D’apres le lemme 4.5, on a S(M) # (0. Soit § un élément quel-
conque de S(M), F un représentant de § et U un voisinage tubulaire de F. Pour tout
a € G,y avec k suffisamment grand, on a a- F' C U, ce qui implique que « - F' est
homotope & F. Ceci entraine que I'action induite de Z, sur S(M) a des orbites finies.
Comme l'action fixe chaque bout, elle préserve l'ordre sur S(M). La borne supérieure
d’une orbite quelconque est donc un point fixe.
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