Séminaire BOURBAKI Janvier 2014
66eme année, 2013-2014, n°® 1079

REALISATIONS GEOMETRIQUES DE L’HOMOLOGIE DE
KHOVANOV PAR DES HOMOLOGIES DE FLOER
[d’aprés Abouzaid-Seidel-Smith et Ozsvath-Szabd]

par Vincent COLIN

1. INTRODUCTION

L’homologie de Khovanov [5, 6] associe un groupe d’homologie bigradué Kh(L). .
a tout entrelacs L de R3. La premiére graduation, notée p par la suite, est un degré
homologique classique; l'autre, ¢, provient d’une filtration spécifique. Cette théorie
possede plusieurs propriétés remarquables :

1. sa caractéristique d’Euler filtrée donne, apres normalisation, le polynome de
Jones [5] (on parle de catégorification du polyndéme de Jones) ;

2. c’est une TQFT de dimension 1+ 1 [4, 7] : en particulier, tout cobordisme S entre
des entrelacs L; et Ly induit un morphisme A(S) : Kh(L;) — Kh(Ls);

3. elle détecte le genre slice des noeuds toriques (Rasmussen [19]) et donne ainsi une
preuve combinatoire du théoreme de Kronheimer et Mrowka [10] (conjecture de
Milnor) ;

4. elle fournit une borne supérieure pour l'invariant de Thurston-Bennequin d’un
neeud legendrien dans I'espace de contact standard, qui est optimale pour tous les
noeuds & moins de 10 croisements (sauf deux!) (Ng [14]);

5. elle détecte le noeud trivial (Kronheimer et Mrowka [11]).

Pour autant, la définition combinatoire de I’homologie de Khovanov rend son champ
d’application potentiel difficile a évaluer. C’est pourquoi il est intéressant d’en construire
des versions géométriques. Dans [17], Ozsvath et Szabé relient ’homologie de Khovanov
d'un entrelacs L C S® & ’homologie de Heegaard-Floer d'un revétement double de la
spheére S? ramifié au-dessus du miroir de L. En 2005, Seidel et Smith [24] définissent une
homologie de Khovanov symplectique. Elle est isomorphe a I’homologie de Khovanov par
des travaux récents d’Abouzaid et Smith [1] prolongeant ceux de Rezazadegan [20, 21].
L’objectif de cet exposé est de décrire ces liens.

Ces deux approches géométriques de ’homologie de Khovanov ne sont pas les seules.
On peut citer également le travail de Cautis et Kamnitzer [2], motivé par la symétrie
miroir homologique et qui décrit I’homologie de Khovanov en terme de catégorie dérivée
des faisceaux cohérents, ainsi qu’une approche de Witten [29, 30] par la théorie de jauge.
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J’adresse un grand merci & Mohammed Abouzaid, Baptiste Chantraine, Paolo Ghig-
gini, Ko Honda, Reza Rezazadegan et Ivan Smith dont les explications ont été tres
précieuses.

2. HOMOLOGIE DE KHOVANOV

La propriété fonctorielle (2) permet de réduire ’homologie de Khovanov & sa valeur
sur le neeud trivial et & ses propriétés de transformation par cobordismes élémentaires.
Pour I'homologie de Khovanov, le groupe (espace vectoriel) associé au neeud trivial est
V = H*(S%,2/2) V. Des choix différents sont possibles. C’est ainsi que Khovanov et
Rozansky [8, 9] fournissent une famille d’homologies indexée par les entiers n > 1 qui
« catégorifient » les polynémes de Jones colorés. Le cas n = 0, qui catégorifierait le
polynéme d’Alexander, s’obtient par d’autres méthodes qui conduisent & I’homologie
de Heegaard-Floer des entrelacs.

2.1. La définition de Khovanov

Soient L un entrelacs de R? et D un diagramme de L obtenu par projection générique
sur un plan. La courbe D est immergée et a points doubles transverses et distincts. On
numérote les points doubles de 1 & k. Chaque point double peut se résoudre de deux
manieres : la 0- et la 1-résolution, comme indiqué sur la figure 1.

RS

FIGURE 1. Les 0- et 1-résolutions d’un croisement

Etant donné un sommet I = (iy,...,4) € {0,1}* du cube [0,1]¥, on note D; la
collection de cercles, résolution compléte de D, obtenue en prenant, pour tout 1 < 5 < k,
la 7;-résolution du j-ieme croisement de D. On note également n; le nombre de cercles
de Dy et A(Dy) = Ve,

On considere le complexe

CKh(L)= € AD)).

I€{0,1}k
Les éléments x de A(D;) ont tous le méme degré cohomologique qui vaut
gr(z) == [I] —n_,
1. On prend ici des coefficients dans Z,. L’homologie peut également se définir a coefficients dans Z

et ses propriétés fonctorielles sont alors établies a coefficients dans Q. Le théoreme d’Abouzaid-Smith
est annoncé uniquement pour les coeflicients rationnels.



1079-03

ou |I| est le nombre de coordonnées de I égales a 1 et n_ le nombre de croisements
négatifs de D. (Respectivement, on note n, le nombre de croisements positifs de D.)
Pour aller plus loin, on décompose V' = H*(S?, Zy) en Zyv_&Zyvy, onv_ € HY(S? Z/2)
et vy € H?(S?,Zy). Dans certains textes, vy est noté 1 et v_ noté x. On définit le degré p
par

Pv1 @ ®@vy,) =p(v1) + -+ p(vn,)
avec p(vy) = +1.

Le degré filtré q (aussi appelé degré quantique) est donné par :
g1 @ @Uy,) =p(1 Q@+ Quy,) + gr(vy @+ @uy,) +ny —n.

Chaque aréte e du cube [0,1]* entre deux sommets I et I’ correspond au passage
d’une 0- a une 1-résolution sur un des croisements et donc a un cobordisme élémentaire
S. de type selle qui voit (i) deux cercles de D; se rejoindre pour n’en former quun
dans Dy, ou (ii) un cercle de D; se séparer en deux cercles de Dy . Ici, les arétes sont
orientées et ont pour origine le sommet I = e(0) qui correspond a la 0O-résolution. A
chaque opération, on associe un morphisme élémentaire A(S.) : A(D;) — A(Dr),
multiplication m : A(D;) — A(Dy) dans le cas (i) et comultiplication A : A(D;) —
A(Dy) dans le cas (ii).

Précisément, la multiplication m : V®? — V est donnée par les formules :
m(vy @vy) =vy, moy @v_)=m(v- ®vy) =v_ et m(v_®@v_)=0.

Les facteurs V®?2 & la source ont pour indices dans V™ ceux des cercles de D; qui se re-
joignent et le facteur V" au but a pour indice celui du cercle créé dans Dy. Similairement,
on définit la comultiplication A : V' — V®2 par :

Alvy) =v, ®@v_+v_Quy et Alvo) =v_®uv_.

Alternativement, on peut voir A(D;) comme l'algebre extérieure A(H,(Dy,Zs)), ou
on identifie le générateur de la k-iéme composante de D; dans H;(Dj) avec le facteur
v_ pour cette composante (le facteur v, étant identifié avec 1 € Z,). Dans ce cas,
les opérations m et A sont les applications A(H{(D;)) — A(H1(Dy)) induites par (i)
passage au quotient par [I';)] = [[';] = [IY,] si les composantes [I';)] et [[';;] de Dy se
rejoignent pour former la composante [I'} ] de Dy et (ii) I'application [I';,] — [I'; A[LY, ]
si [[';,] se sépare en [I7] | et [I7] .

Si I est un sommet du cube, on note & 'ensemble des arétes e telles que e(0) = I.
Pour x € Dy, la différentielle d est donnée par la formule :

d(w) = > A(Se)(x).

eclr
L’application d décroit le degré homologique p d’une unité et préserve le degré fil-
tré ¢. En particulier, le complexe (CKh(L), d) se décompose en somme directe de sous-
complexes de ¢g-degrés constants.
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THEOREME 2.1 ([5]). — L’application d est une différentielle (d* =0). Si L et L' sont
deuz entrelacs isotopes, il existe un quasi-isomorphisme ¢ : (CKh(L),d) — (CKh(L'),d)
de complexes de chaines bigradués.

La démonstration du théoreme 2.1 s’appuie sur une description explicite des quasi-
isomorphismes associés a chaque mouvement de Reidemeister. Pour compléter la des-
cription des cobordismes élémentaires entre entrelacs, manquent ’ajout et la disparition
d’une composante de Dy, correspondant a l'attachement d’anses d’indices 0 et 2. Pour
cela, on dispose d’'une application d’inclusion (unité) ¢ : Zy — V', définie par

L(l) = U4
et d’une application trace (ou counité) € : V' — Z, donnée par :
e(v_)=1lete(vy) =0,

La encore, ces applications correspondent aux morphismes A(Hy(D;)) — A(H1(Dy))
donnés par 6 — [[';,] A6 et [T';,] — 1.

Etant donné un cobordisme S € R? x [0,1] entre Ly € R? x {0} et L; € R x {1}, on
peut le décomposer, apres isotopie, en une concaténation de cobordismes élémentaires
constitués d’ajouts d’anses d’indices 0, 1 ou 2 et d’isotopies d’entrelacs (elles-mémes dé-
composées en mouvement de Reidemeister). On peut également supposer que les ajouts
d’anses d’indices 0 et 2 créent et éliminent des composantes d’entrelacs qui, dans le
diagramme, donnent des cercles isolés. De méme, les ajouts d’anses d’indice 1 corres-
pondent dans le diagramme a ’ajout /élimination d'un croisement isolé. Les applications
m, A, et € donnent ainsi des morphismes de chaines entre les complexes des entrelacs
contenus dans les tranches R? x {t} juste avant et juste aprés chirurgie.

Manquent encore les morphismes de chaines induits par les parties cylindriques du
cobordisme, qui correspondent a I’isotopie d'un entrelacs. Ceux-ci sont les morphismes
du théoréme 2.1.

Finalement, le morphisme A(S) : CKh(Ly) — CKh(L1) est la composition des mor-
phismes élémentaires correspondant a la décomposition de S.

THEOREME 2.2 ([5]). — L’application induite en homologie A(S) : Kh(Lo) — Kh(Ly)
ne dépend pas de S a isotopie pres.

2.2. L’homologie de Khovanov réduite

On choisit un point p sur la partie réguliere de D et on considére le complexe de

chaines quotient
(Kh(L) = @ A(Dy).d)
I€{0,1}*

ott A(D;) = A(D;)/ ~ et ~ est la relation v_ = 0 dans la composante de D; qui
contient p. L’homologie de Khovanov réduite m(L) est ’homologie de ce complexe.
Elle ne dépend pas de la position du point p si on prend, comme c’est le cas ici, des
coefficients dans Zs.
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Cette fois, la caractéristique d’Euler filtrée est le polynéome de Jones normalisé.

3. DE L’HOMOLOGIE DE KHOVANOV A L’HOMOLOGIE DE
HEEGAARD-FLOER

Soit L un entrelacs dans S®. On note 3(L) le revétement double de S ramifié le long
de L et L le miroir de L. Dans cette section on décrit une suite spectrale, découverte
par Ozsvath et Szabé dans [17], dont le terme E? est 'homologie de Khovanov réduite
de L et qui converge vers 'homologie de Heegaard-Floer HF(S(L)) de $(L).

3.1. Homologie de Heegaard-Floer

Cet invariant des variétés de dimension trois a été mis au jour par Ozsvath et
Szab6 [15, 16]. Toute variété close et orientée de dimension trois V' est décrite par
un diagramme de Heegaard (X, «, 3) ou :

— X est une surface close et orientable de genre g ;

—a=(aq,...,ay) et B = (P1,...,0,) sont deux familles de g courbes deux a deux

disjointes, qui chacune engendrent H;(X,7Z) et qui s’intersectent transversalement.
Concretement, la surface ¥ C V' décompose V' en deux corps en anses dont les multi-
courbes « et # indiquent une famille maximale de cercles de compression disjoints.

On considére la g-ieme puissance symétrique Sym?(X) = £*9/S, de ¥ (S, agit par
permutation des coordonnées). Si w est une forme d’aire pour 3, la forme symplectique
Q, = @, w de £*9 donne une forme singuliere sur Sym?(X). Elle se désingularise [18] par
une perturbation supportée dans un voisinage de la diagonale pour fournir une forme
symplectique €2 sur Sym? (%) avec laquelle les deux tores (qui évitent la diagonale!)

Ta:oc1><~~><ozget’]l‘5:ﬁl><~~><Bg

sont lagrangiens.

Pour z € ¥ —a— 3, on consideére le diviseur {z} xSym?*(£) € Sym?(X). L’homologie
de Heegaard-Floer de V' est I'homologie de Floer lagrangienne de la paire (T,,Tg)
dans Sym? (X — {z}). En particulier, son complexe de chaines est le Zs-espace vectoriel
formellement engendré par les points d’intersection de T, et Tp

CF(Z,a,8,2) = P Zy.
yET.NTg
Un élément y € T, NTy s’écrit y = (y1,...,Y,) avec y; € a; N By(;) pour une permu-
tation o € §,. La différentielle d s’obtient en fixant une structure presque complexe J
dans Sym? (X)), compatible avec € et en comptant les bandes holomorphes rigides dans
(Sym?(X — {z}),J), a bord dans T, U T4 et joignant des points y et y’ de T, N Tj.

THEOREME 3.1 (Ozsvath-Szabd [15]). — L’application d est une différentielle et
I’homologie HF (V') du compleze (CF (X, a, 3, 2),d) ne dépend pas des choix auzilaires
de (¥, a,3,2), w et J, mais uniquement de V.
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Remarque 3.2. — Cette description cache une subtilité : les courbes a et § doivent
vérifier une condition d’admissibilité [15] qui force certaines intersections.

3.2. Générateurs et cobordismes élémentaires

On rapproche les homologies de Heegaard-Floer des variétés #9S* x S? munies d’opé-
rations de cobordismes élémentaires du complexe de chaines de Khovanov.

3.2.1. Homologie de Heegaard-Floer de §95" x S?. — SiTy,..., T, est une collection de
classes qui engendrent Hy(#9S! x S?,Z), on peut prendre un diagramme (3, a, 3) ol o
est isotope a f3;, X est de genre g et ou la famille oy, ..., oy intersecte transversalement
des représentants plongés v1,...,7, C X de I'y,... Iy et vérifie : §(a; NT;) = §;;. La
condition d’admissibilité (cf. remarque 3.2) force alors l'intersection de «; avec (3;, par
exemple en deux points 6 et 6, si on prend pour f3; un petit déplacement hamiltonien
de a;. Ici, 8 est le point de plus haut degré comme indiqué sur la figure 2. Pour un choix
de z convenable (en dehors du support des petits déplacements hamiltoniens N («)), on
vérifie alors aisément que la différentielle est nulle et donc que

HF(#95" x §%) ~ H*(S")®9 ~ AH, (195" x S?),

ol on identifie v_ avec I'; € H; (95! x S?).

o7
2 aq ’ B

FIGURE 2. Un diagramme de Heegaard pour S x S?

Cette discussion est résumée dans ’énoncé suivant :

LEMME 3.3. — SiI'y,...,I'y est une collection de courbes dont les classes d’homologie
engendrent Hy (495" x S?,7Z), alors

HF (895" x S%) ~ H*(SY)®9 ~ AH,(#9S" x 5?),
ot on identifie 0 avec v et 0 avec T; € H,(#9S* x S?).

Remarque 3.4. — L’inversion des signes entre 0 et vz provient des notations cohomo-
logiques associées a K h, en dualité avec les notations d'usage en homologie de Heegaard-
Floer.
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3.2.2. Opérations d’ordre supérieur et cobordismes. — Plus généralement, sin°, ..., 7"
sont des g-uplets de courbes dans ¥ de sorte que, pour tout i # 7, (X, 1%, 7/, 2) soit un
diagramme de Heegaard pointé, on peut définir un morphisme de complexes de chaines

k
Foo 2 Q@ CF(S,0' ' 2) = CF(Z,°, ")
i=1

dont le coefficient (f,o  +(y' ® --- @ y*¥),y’) est le nombre (mod 2) de polygones
holomorphes rigides & (k4 1) sommets dans (Sym?(¥) — {z} x Sym? (X)), J), dont les
cOtés s’envoient successivement (dans I'ordre horaire) dans les tores T,;: et les sommets
sur les points y', 1 < i < k, puis y'.

Dans le cas de la variété £9S! x S?, on prend n° = «a, n* = 3 et * la famille de
courbes qui vaut :

— un déplacement hamiltonien n? de 3; si 1 <i < g—1;

~ Ny =g
On note 6, le point de v, N By et © = (07 ,...,07 1,0,) € CF(2,n', 1%, 2). L’opération

(=,7% 0t 2) = (2,0 1%, 2)

décrit le cobordisme entre #9S' x S% et #971S! x S? obtenu par chirurgie d’indice 0
sur v,. L’application induite

CE(Z.n",n',z) = CF(Z,n", 1", 2)
5 — f77077717772(£ & 6)
compte les triangles holomorphes entre n°, n! et n%. On vérifie sur le diagramme qu’il y a

un seul tel triangle avec la bonne orientation (cf. figure 3), et donc que application est
donnée par le passage au quotient AH; (#95' x S?) — AH; (497151 x S%) ~ A(H, (895" x

)/ 1a))-
A
Y

FIGURE 3. Triangle T entre 19, ni et n? lorsque g = 1

De facon plus intrinseque, si v est contenue dans un facteur S' x S? ou elle est
homologue a [S! x {pt}], alors le cobordisme donné par chirurgie d’indice 0 le long de
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induit un morphisme AH; (195! x S?) — AH,(§971S1 x S?) ~ A(H,(#9S* x S?)/[7]) qui
est le passage au quotient par [y].

Réciproquement, le passage de #9715 x S? 4 95! x S? par chirurgie d’indice 0 sur un
nceud trivial dans #9715 x S? induit lapplication € — f,2 0,1 (£ ® ©') qui correspond
a linjection AH, (897181 x S2) — A(H (#95* x S?).

3.3. Mise en place des acteurs

Soient L un entrelacs de S et D un diagramme de L avec k croisements. Chaque
croisement ¢ de D détermine une corde ¢; qui s’appuie sur L et s’envoie sur i par la
projection de L sur D. Pour I = (iy,...,i;) € {0,1}*, la résolution compléte Dj est
une union de n; cercles, que l'on voit & présent dans S® plutét que dans un plan. Un
premier élément clé est que $(Dj) ~ "7 S x S2.

Le deuxieme élément d’importance est le suivant :

PROPOSITION 3.5. — Le revétement ramifié X(Dy) est obtenu par (i1, . . ., iy)-chirurgie
sur Uentrelacs L' a k composantes de (L) obtenu en prenant la préimage des arcs ¢;

dans X(L).

Démonstration. — On se donne une collection By, ..., By de k boules disjointes dans
S3 qui intersectent toutes l'entrelacs L en deux arcs non noués et en dehors desquelles
tous les cercles D; coincident pour tout I. Autrement dit, toutes les opérations de
résolution sont a support dans ces boules. On suppose de plus que la résolution du
i-ieme croisement a lieu dans B; et que ¢; C B;. Pour un tel choix, les revétements
ramifiés (L) et X(D;) coincident en dehors des préimages des boules (puisque Dy et
L sont égaux). Reste a effectuer deux observations :

1) Le revétement de degré 2 d’'une boule B, ramifié le long de deux arcs a et a’ non
noués, est un tore solide 7. On I'obtient en faisant pivoter un tore solide de 180 degrés
autour d'un axe qui le rencontre le long de deux arcs. Si C' est un demi-disque dans
B — a' dont le bord est 9C' = aUb, ou b C 9B, alors le rappel de b par la projection
est un méridien m de T'. Si ¢ est un arc non noué dans B s’appuyant sur a et a’, alors
le rappel de ¢ est une ame de T.

2) Lorsqu’on effectue les 0- et 1-résolutions de (a,a’) pour obtenir des paires d’arcs
(ap, ag) et (ay,a}), on obtient des courbes méridiennes m, mg et my pour les tores T,
Ty et T7 qui s’intersectent deux a deux en un point.

Pour i € {0,1} et un bon choix de longitude [ pour T, le tore T; est obtenu par
i-chirurgie sur 'ame du tore T'. Cette ame est le rappel de I'arc c¢. L’entrelacs L' est
ainsi la collection des rappels des arcs ¢; dans 3(L). Il vient avec un choix de longitude
privilégié ;. O]
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3.4. Construction de diagrammes de Heegaard privilégiés

On note Y = X(L) et, pour J = (ji,...,7x} € {0,1,00}", on note Y (J) la variété
obtenue a partir de Y par chirurgie d’indice j; sur la i-ieme composante de L', contenue
dans B;. (Une chirurgie d’indice oo est sans effet.)

PROPOSITION 3.6. — Il existe un quadruplet de Heegaard pointé (3, a, 3,7,0) de genre
g > k pour lequel :
— les courbes Ypi1,...,7%y €t Opi1,...,04 sont des déplacements hamiltoniens de
6k+17 S 7697
=it g €41k} 408N y) = 88N 6;) = £ N d;) = by,
—siJ = (j1,...,jk) € {0,1,00}*, la variété Y(J) a pour diagramme de Heegaard
pointé (3, a,n’), ot nf est un petit déplacement hamiltonien de (; si i > k ou
Ji = 00, un petit déplacement hamiltonien de v; si j; = 0 et un petit déplacement
hamiltonien de 0; si 7, = 1.

Démonstration. — On relie chaque composante L; de I'entrelacs a un point p de Y par
un arc a;. On consideére un voisinage tubulaire N de LU(U;a;) sur lequel on se donne une
fonction de Morse f avec exactement un point critique d’indice 3 et un point critique
d’indice 2 pour chaque composante de L. Les variétés instables des points critiques
d’indice 2 intersectent N en des méridiens pour les composantes de L.

On étend alors f en une fonction de Morse F' : ¥ — R ordonnée, sans ajouter de
point critique d’indice 3. Si ¢ est une valeur réguliere de F' qui sépare les points d’indices
<1let >2 alors ¥ = f'(c) est une surface de scindement pour Y. L’intersection des
variétés stables des points critiques d’indice 1 avec ¥ donne le systéme de courbes «,
tandis que l'intersection des variétés instables des points critiques d’indice 2 donne
les courbes 5. On obtient les courbes 7q,...,7 en poussant les longitudes de L par
le gradient de F' dans X. Les courbes 41, ..., 0 sont données par 3; +v;, 1 < i < k.
Toutes les autres courbes sont obtenues par des déplacements hamiltoniens comme dans
I’énoncé de la proposition. O]

3.5. Définition du complexe filtré

On munit {0,1,00}* de l'ordre lexicographique et on dit que J’ est un successeur
immédiat de J si toutes les coordonnées de J et J' sont égales, a I'exception d’une ou
on trouve 0 pour J et 1 pour J' ou 1 pour J et oo pour J'.

On rappelle que par construction (cf. proposition 3.6) si J’ est un successeur immédiat
de J, alors les courbes n” et n’" s’intersectent en exactement 29 — 1 points : deux points
dans chaque i/ N7/ lorsque j; = j/ et un point dans 77;’;) N 77;{) " pour la coordonnée i, ol
J et J' different. Lorsqu’il y a deux points d’intersection dans n/ N n/ ", on discrimine
le point d’intersection positive que I'on note «9;] "+ On note également Q;I(JJ/’J“ le point
de 77;{) N 77;{)/. On obtient ainsi un élément privilégié 077" dans @(E,n‘],n‘ﬂ,z), de

7 J,J! /
coordonnées (67", ..., 67",
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Si JO < --- < J' est une suite de successeurs immédiats, on note :
Djoccy s CR(Y (%)) = CF(Y (')
¢ Ja 770t (C® 0 ... @JHJZ)_

Par définition, lorsque J° = J', on prend pour D jo..... ;i la différentielle de Heegaard-
Floer d.

On considére Iespace vectoriel X ({0,1}*) = @;c(o 13+ CF(Y(I)) muni du morphisme
D : X ({0,1}*) — X ({0,1}*) défini par

D - Z DJO<,,,<JZ.
J=J0< < J!
PROPOSITION 3.7. — L’application D est une différentielle qui préserve la filtration

donnée par l’ordre lexicographique.

THEOREME 3.8. — La suite spectrale iﬁc}l/m’te par ’ordre lexicographique sur le compleze
(X ({0,1}*), D) a pour deuziéme page Kh(L) et converge vers HF(X(L)).

Remarque 3.9. — L’apparition du miroir L de L vient du fait que Kh garde certains
aspects d'une cohomologie, alors que HF' est une homologie (cf. remarque 3.4).

On explique la preuve du théoreme 3.8 dans les deux sections qui suivent.

3.6. Identification de la deuxiéme page

LEMME 3.10. — La premiére page de la suite spectrale est E* = @reo 1yr ]TIF(E(D])) =
Brefoay AHL(E" 'S x S?) > Breony A(Dy) pour un isomorphisme qui indentifie la
différentielle Dy a d.

Démonstration. — Pour I € {0,1}*, on se donne une collection d’arcs as, .. . a,, deux
a deux disjoints dans le plan qui contient D(I) ou a; joint la premieére et la i-iéme
composante de D(I). Le rappel de as, ... a,, donne une famille de courbes I'y, ..., T,
qui engendre Hy(2(D;),Z). La différentielle D° préserve CF(Y (I)) et est égale & la
différentielle du complexe de Heegaard-Floer.

La premiere page de la suite spectrale est donc

E'= @ HF(E(D))~ @ vem
I€{0,1}k Ie{o,1}*

On observe que si I’ est un successeur immédiat de I et si Dy regroupe les com-
posantes 2y et ¢; de Dy, alors I'application de cobordisme D; . est donnée par l'ap-
plication de passage au quotient AH{(3(D;)) — AH(2(Dp)/([Ty,] = [T4]), comme
indiqué dans la sous-section 3.2.2. On obtient ainsi que D;. est égale a m via 'iden-
tification I'; = v_. La méme identification vaut entre A et Dy pour la création d’une
composante. O

COROLLAIRE 3.11. — La deuziéme page E* est Kh(L).
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3.7. Convergence vers HF(3(L))

11 faut montrer que I'homologie de (X ({0,1}*), D) est HF(S(L)). Pour cela, on ob-
serve que HF(X(L)) est Ihomologie du complexe (X ({oo}*, D). On montre par induc-
tion sur ¢ que les homologies des complexes (X ({0,1}*% x {c0}?), D) sont toutes les
mémes.

Le point clé est :

LEMME 3.12. — Le compleze (X ({0,1}*7! x {0,1,00}), D) est acyclique.

Démonstration. — On explique le cas ou k = 1, c’est-a-dire ou X(Dy) et X(D;) sont
obtenues par chirurgies d’indices 0 et 1 sur un noeud de ¥(Dy.). On note 1Y) un pe-
tit déplacement hamiltonien de 8 et 6, : (X(0), Do) — (X(0), Dy) le morphisme de
continuation x — x’ donné par équivalence des diagrammes de Heegaard. On a alors

91 - fa,,B,w ° fa,'y’(;’ﬁ(l) + fa’B7’Y76 © fa,%ﬁ(l) + DO © f&,ﬁ,’\/,é,ﬁ(l) + fa’ﬁf)/yé-’ﬁ(l) © DO'
Cette identité est obtenue en regardant le bord de I'espace des pentagones et grace a
I’observation que

F88,80 (©8,7 ® 045 @ O550m) = Op 5.
Autrement dit, 0, est homotope & fa55 0 fo 550 + fa,87.6 © farpm et donc fo 5,0

o) 'V Bor5 O 1) est un quasi-isomorphisme. Ceci reste valable pour toute

ar.0.80 T Japn, J: t quasi-i phi Ceci rest lable p tout
permutation circulaire des roles de 3, v et 9. O

On considere pour finir la suite exacte courte de complexes :
0 (X({0,1}*, D) — (X({0, 1} x {0, 1,00}, D) = (X({0,1}*"1 x {00}, D) = 0.

Le morphisme de connexion H,(X ({0, 1}*7! x {oco}, D) — H.(X({0,1}*, D) est alors
un isomorphisme d’apres le lemme 3.12. On conclut par induction sur k.

4. HOMOLOGIE DE KHOVANOV SYMPLECTIQUE

Cet invariant des entrelacs, soupconné des l'origine de calculer ’homologie de Kho-
vanov, est une découverte de Seidel et Smith [24].

4.1. Résumé de la définition

Soit L un entrelacs de S3, obtenu comme la cloture d’une tresse a 2n brins ¢ par deux
familles de n arcs plongées (correspondances plongées dans la suite) Cy et C] comme
sur la figure 4.

Dans cette situation, on considere une fibration de Lefschetz symplectique au-dessus
du plan 7 : Ay, 1 — C avec 2n fibres singulieres, dont la fibre réguliere est le cylindre
symplectique (T*S',dp A dq). La monodromie de la fibration autour d’une fibre sin-
guliére est un twist de Dehn positif le long de la section nulle de T*S*. La tresse ¢
induit un difféomorphisme ® de la base C qui permute les valeurs singulieres de 7. La
transformation ® se releve également en un difféfomorphisme symplectique — toujours
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FIGURE 4. Présentation de L = CyU ¢ U Oy

noté ® — de Ay, 1. Apres déformation éventuelle, tout arc ¢ € C joignant deux valeurs
singulieres de 7 se releve en une sphere lagrangienne de dimension deux dans A, 1,
obtenue par transport parallele le long de ¢ des cycles évanescents. Ainsi, les familles
Co et ®(C}) donnent naissance a deux familles de n spheéres lagrangiennes disjointes
dans As,_1. Par exemple, si la tresse est le générateur s; qui permute les points i et
1 + 1, le difftomorphisme symplectique ® de As,_; est le twist symplectique le long
de la sphere lagrangienne située au-dessus d’'un arc reliant en droite ligne ¢ et 7 4+ 1.
Vues dans l'espace de configuration Y,, de n points dans Ay, ; (schéma de Hilbert),
ces familles sont deux lagrangiennes exactes L¢, et Lg(c,) difféomorphes a (S?)™. Le
difféfomorphisme symplectique ® de As,_; induit un difféfomorphisme symplectique, a
nouveau noté ® de Y,,, si bien qu’on peut écrire Lgc,) = ®(Lc, ).

L’homologie de Khovanov symplectique SKh(L) est ’homologie d’intersection lagran-
gienne HF(L¢,, Lo(cyy; Zs).

THEOREME 4.1 (Seidel-Smith [24]). — L’homologie de Khovanov symplectique SKh(L)
est un invariant de L.

Abouzaid et Smith annoncent le résultat suivant [1], conjecturé par Seidel-Smith :

THEOREME 4.2 (Abouzaid-Smith). — L’homologie SKh(L) est isomorphe a Kh(L).

4.2. Quelques précisions

4.2.1. La fibration de Lefschetz As, 1. — Dans le travail initial [24], la variété considé-
rée est une tranche nilpotente de type (n,n) dans sly,. On suit ici une version proposée
par Manolescu [12].

Soit p € C[X] un polynéme de degré n dont les racines sont simples. La variété As, 1
est la fibre de Milnor

{u? —v* =p(2)} Cc C.

La projection 7 : As,_ 1 — C envoie (u,v,z) sur m(u,v,z) = z. Elle est singuliére
au voisinage des points (0,0, z) ou z est une racine de p et pres desquelles elle est
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quadratique en coordonnées locales. La forme symplectique canonique de C? induit une
forme symplectique w sur As,_;. Les fibres de m sont symplectiques et conjuguées a
(T*S',dp A dq). Le w-orthogonal du plan tangent aux fibres donne, en dehors des 2n
points singuliers de 7, une connexion symplectique. On peut également penser a Ay, 1
comme le plombage en chaine de 2n — 1 copies du fibré en boules cotangentes au-dessus
de S2.

Soit ¢ C C un arc plongé entre deux valeurs singulieres de 7 et = € int(c). La
collection des cycles évanescents pres des extrémités de ¢ donne deux germes de disques
lagrangiens dans un voisinage des singularités de 7. Leur restriction a la fibre au-dessus
d’un point de int(c) proche de dc est un cercle isotope a la section nulle de la fibre
en ce point par une isotopie hamiltonienne. Le transport parallele de ces cercles par
la connexion symplectique le long de ¢ jusqu’au point z fournit deux cercles dans la
fibre 7! (). Ils sont hamiltoniennement isotopes, et on peut corriger la connexion pour
qu’ils coincident. Leur réunion donne alors une sphere lagrangienne au-dessus de c.

Une collection d’arcs plongée C' = (cy,...,¢,) détermine un n-uplet de spheres
lagrangiennes disjointes (S, , ..., S,) dans (Ag,_1,w).

4.2.2. La wvariété symplectique Y,. — Le produit symétrique Sym"(As,_1) =
(Ag,—1)"/S, est tres singulier le long de sa diagonale. II admet une résolution
par un schéma de Hilbert Hilb" (A, 1), qui est muni d’une forme symplectique Q.
La variété Y, C Hilb"(Ag,_1) est 'ouvert constitué des schémas dont la projection
par m sur C est un schéma de longueur exactement n. En restriction a Y,,, la forme
symplectique €2 est exacte.

Une collection d’arcs plongée C' entre les valeurs singulieres de 7 dans C détermine
une sous-variété lagrangienne de (As,—1)" qui évite la diagonale et donc induit une
sous-variété lagrangienne, notée L¢, dans la partie lisse de Sym"™(Ay,_1) et donc dans
(Y,,,Q). La variété symplectique (Y;,2) est exacte et L¢ est simplement connexe. En
particulier, Lo est exacte. C’est le bon cadre pour définir I'homologie de Floer.

4.2.3. Les graduations. — La premiere classe de Chern ¢1(Y},) est nulle et les lagran-
giennes Lo simplement connexes, ce qui suffit pour que 'indice de Maslov donne une
graduation relative sur Z. Dans le cas d’espece, Seidel [22] explique comment obte-
nir une graduation absolue. C’est le degré homologique p. Voici comment on procede,
suivant pas a pas la description de Manolescu [12].

On note £ — Y, le fibré dont la fibre £, est formée des sous-espaces lagrangiens de

T.Y,. La condition ¢;(Y;) = 0 se traduit par l'existence d’une forme volume complexe
O sur Y,, qui induit une application

0:8—C /R~ 5!

envoyant toute base orthonormée (ey, . . ., €s,) d'un plan lagrangien de £, sur ’argument
de O(x)(ey A+ - Aeg,)?. Le rappel de application 6 par le revétement universel R — S*
donne un revétement £ — £. Toute lagrangienne L fournit une section sz, : Lo — £
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ou sp.(z) = T,Lc. On obtient ainsi une application
QLC :‘QOSLC : Lc—>Sl.

La simple connexité de Lc permet de relever sp,, en une section 51, : Lo — £ et donc
01, en 0y, =005, Un tel choix de relevement 6. de 6y, est appelé une graduation
de Lc.

Si on se donne des graduations pour deux lagrangiennes Lo et Lo ainsi qu’un
point x € Le N Ler, on définit 'indice de Maslov p(z) de = de la fagon suivante. On
choisit un chemin dans £, de 3,.(z) 4 5, o (7). Sa projection dans £, fournit un chemin
Ao entre sz, () et s, (x). On considere par ailleurs le chemin ); constamment égal a
T, L. On pose alors

(@) = p(Xo, A1) +n,
ou 1(Ag, A1) est 'indice de Maslov des chemins (il faut en fait modifier un peu Ay pour
rendre ses extrémités transverses a celles de \;). La définition ne dépend pas du choix
de 6 car H'(Y;,) = 0 et toutes les sections © sont homotopes. On peut méme choisir la
graduation de L de fagon consistante avec celle de Lo pour que 'indice de Maslov ne
dépende plus du choix de la graduation de L¢, voir [12].

La seconde graduation est obtenue en compactifiant les fibres de Ay, ;. Sa décou-
verte par Abouzaid et Smith [1], qui s’appuie sur le travail de Seidel et Solomon [25],
constitue un point clé dans leur preuve du théoreme 4.2. La définition nécessite 1'usage
de coefficients rationnels, que 'on utilise dans la suite.

On considere la compactification partielle Ay, | = {U? — V? = W?p(z2) |[U,V,W] €
CP?,z € C} € CP? x C de Ay, ;. Autrement dit, on tronque les fibres T*S! en
dehors d'un voisinage de la section nulle qui supporte la monodromie, et on leur recolle
deux disques D, et D_ de centres respectifs 0. Les fibres régulieres de Ay,_; sont
des spheéres symplectiques de dimension deux. Le diviseur D = {W = 0,U = £V}
est encore {0+} x C. On a une compactification partielle associée Y, et un diviseur a
l'infini D,, = D}y UD,,.

On se donne une section s du fibré conormal & D,, et on définit un morphisme de
chaines b' : CSKh(K) — CSKh(K) en comptant les bandes holomorphes rigides avec
un point marqué O dans Y, qui intersectent exactement une fois le diviseur D,, en O
et telles que, en O, la condition de codimension un s(du(d,)) € R* soit vérifiée.

THEOREME 4.3. — Les valeurs propres de b' sont entiéres.

Un élément non nul du sous-espace caractéristique ker(b' — jId)*, k > 1, se voit
attribuer par Abouzaid et Smith le niveau de filtration j.

Exemple 4.4. — Un exemple fondamental est le noeud trivial U, présenté comme la
cloture d’une tresse & deux brins par deux arcs C et C. Le complexe de chaines CSKh(U)
est engendré par les points d’intersection entre deux copies L¢ et Lz de la section nulle
dans Y7 = T*52. Si L¢ est la section nulle et Lz est le graphe d’une fonction de Morse
/8% = R avec deux points critiques, alors les points de Lo N Ly correspondent aux
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points critiques : le maximum M et le minimum m de f. De fagon plus adaptée a la
situation et notamment & la compactification Y7, on peut plutdt considérer deux arcs C
et C’, correspondances plongées qui s’intersectent en trois points : leurs deux extrémités
et un point intérieur. Ainsi, les deux spheres lagrangiennes Lo et Lo s’intersectent en
quatre points. Deux sont au-dessus de 0C' = 0C", chacun d’indice 0 (qui représentent
la classe d’homologie de m), et deux sont au-dessus du point x € int(C') N int(C’), un
d’indice 1, o, et un d’indice 2, y; (qui représente M = (y;,x)).

Dans Y7, par exemple pour une structure complexe qui rend les fibres holomorphes,
deux bandes vont de M a M, une qui coupe Dj, et sa « symétrique » qui coupe Dj .
Leur union est la fibre au-dessus de x. Elles sont paramétrées par la longueur [ de la
coupure ¢(l) représentée sur la figure 5. Elles sont rigides et comptent chacune pour 1
une fois la contrainte en D; prise en comp@l*

Ficure 5. Bande holomorphe de M a M intersectant Df

Par contraste, aucune bande holomorphe rigide ne joint m a m en coupant le divi-
seur D en un point ou la contrainte est satisfaite : si des bandes rigides peuvent étre
trouvées comme pour M, on peut vérifier que la contrainte ne peut pas étre satisfaite.

On obtient b'(M) = 2M et b'(m) = 0. D’ott les valeurs ¢(M) = 2 et g(m) = 0 qui
correspondent a celles de Khovanov.

Le théoreme 4.2 annoncé dans [1] se précise ainsi :

THEOREME 4.5. — Les homologies de Khovanov et de Khovanov symplectique sont
isomorphes comme Q-espaces vectoriels.
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La correspondance précise entre espaces vectoriels bigradués reste encore partielle-
ment mystérieuse.

5. DE KHOVANOV A KHOVANOV SYMPLECTIQUE

Pour montrer I’équivalence entre homologie de Khovanov et homologie de Khovanov
symplectique, on (1) démontre ’équivalence pour les tresses triviales (i.e. pour [’algébre
des arcs), et les tresses élémentaires (i.e. les cap- et cup-bimodules) et (2) montre que les
deux homologies sont construites a partir de ces briques de bases par le méme procédé
algébrique.

5.1. Reformulation de ’homologie de Khovanov

Tout entrelacs L peut étre réalisé comme la cléture d’'une tresse a 2n brins pour n
suffisamment grand. On cherche & définir I’homologie de Khovanov a partir de données
sur les tresses élémentaires et sur les différentes fagons de les fermer.

5.1.1. L’algebre des arcs. — Pour chaque entier n > 0, on considere la collection P,
constituée des 2n points de coordonnées (k,0), pour k = 1,...,2n dans le plan. Une
correspondance plongée est une collection de n arcs plongée dans le demi-plan supérieur,
a bord dans Ps,, et considérée a isotopie dans le demi-plan supérieur et relative au bord
pres. Si C' est une correspondance plongée, on note C le symétrique de C' par rapport
a I’axe réel.

L’algebre des arcs H,, est la catégorie linéaire dont les objets sont les correspondances
plongées et les morphismes H,(Cy, C;) sont donnés par H*(S?, Zy)®*[n — k], ou k est
le nombre de cercles dans Cy U Cf.

Si C est une correspondance plongée, C' donne un cobordisme de P, vers le vide
et C' un cobordisme du vide vers P,,. Composés dans cet ordre, ils fournissent un
cobordisme de dimension un C' UC' de Py, vers lui-méme. La tresse triviale 7" donne un
autre exemple d’un tel cobordisme. Il y a un cobordisme de dimension deux naturel S
de CUC vers T, dit simple, qui consiste & résoudre successivement les arcs de C' U C
qui « se font face » comme sur la figure 6.

g W
(e} /O

FIGURE 6. Exemple de cobordisme simple
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On pose
H, = P H.(BO).
B,CeOb(Hy,)

A Tl'aide de S, on munit H,, d’une structure de H,-bimodule. La composition f o ¢ de
g € H,(Cy,Cy) et f € H,(Cy,C3) vaut 0 si Cy # Cy et est donnée par composition des
morphismes de cobordismes élémentaires m et A dans la suite de résolutions naturelles
du cobordisme simple qui permet de passer de (CoUC)U(C1UCs) a CoUCSs, c'est-a-dire
essentiellement par A(S).

5.1.2. Des entrelacs aux tresses

Premiere étape : Réduction au cas des tresses élémentaires
Etant donnée une tresse ¢ & 2n brins, on note
CKhy= @  CKn(CUoUC).
C,C'eOb(Hy)
Le complexe CKhy est un H,-bimodule, toujours pour la multiplication induite par les
cobordismes simples, et si ¢ et ¢ sont deux tresses a 2n brins, on a

THEOREME 5.1 (Théoréme 1 dans [6]). —

Kh¢1.¢2 - Kh¢1 ®H’n Kh¢2‘

En particulier, tout Khy est déterminé par la donnée des H,-bimodules Khg, ou s
est une tresse élémentaire.

Démonstration. — On part de l'identité de H,,-bimodules :
(%) Hp ®p,, Hyp ~ Hpy,.

Ensuite, si B et C' sont deux correspondances plongées, on compose (x) a gauche par
H,,(B, B) et a droite par H,,(C,C) pour obtenir
D (Hn(B,D)@n, Hu(D,C)) = Hy(B,0).
DeOb(Hy)
Ceci implique I'égalité de H,-bimodules CKhy, ®p, CKhy, = CKhy, 4,. La compa-
tibilité avec la différentielle provient des propriétés de commutation entre cobordismes
successifs. O

Seconde étape : Kh,, cup- et cap-bimodules

On a une identification canonique entre les correspondances plongées entre 2n points
qui contiennent un arc reliant le point 7 et le point 7+ 1 et les correspondances plongées
entre les 2n — 2 points restants. Autrement dit, on a un foncteur

N; : Hn—l — Hn7
un H,,_; — H,-bimodule

N; = < H,(n;(C),C"
CeOb(Hp_1),C'€0b(Hy,)
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et un H,, — H,_1-bimodule
U; = @ Hn(Ca mz<c/))

CEeOb(H,),C"€0Ob(Hy,—1)

Une tresse élémentaire a 2n brins s; possede un seul croisement z;, positif ou né-
gatif, entre les brins numéros i et i + 1. Chaque facteur CKh(C.s;.C") pour C,C’ €
Ob(H,) est un complexe ou apparaissent les résolutions de z;. On obtient soit une
tresse triviale, c’est-a-dire H,(C,C"), soit (U; ®pg, , N;)(C,C’) avec un morphisme
d: H,(C,C") = (U; ®p,_, N:)(C,C") oud: (U; @p,_, M)(C,C") — H,(C,C") est don-
née par m ou A suivant le signe de s;.

Autrement dit, K'hs — et donc Khy — est entierement déterminé par ’algebre des arcs
H, comme H,-bimodule et par les cap- et cup-bimodules N; et U; : c’est le cone du
morphisme d.

5.2. L’algebre des arcs symplectiques

Si C' et C" sont deux correspondances plongées dans Ob(H,,), on définit
H,(C,C") := CSKhC,C") = CF(L¢, L&)

et
H,, = . H,(C,C).
CeOb(Hy),C"'eOb(Hn)
Remarque 5.2. — Les points de Lo N Lgr correspondent aux n-uplets y = (y1,...,¥n)
ouy; € ¢; N cf,(i), pour o0 € S,. Si S est une composante connexe de C'U (7, le choix
d'une coordonnée de y dans S détermine toutes les autres. On remarque donc que
H,(C,C") = CF(L¢c, Lg) = H,(C,C"). Par ailleurs, la différentielle d : CF(L¢, Ly) —

CF(L¢, L) est nulle car tous les indices ont méme parité.

Seidel et Smith montrent dans [24] (voir aussi [18]) que L¢ et Lg sont isotopes par
une isotopie hamiltonienne dans Y,,. A la définition précédente, on peut ainsi préférer

OSKh(O, C/) - CF(ch LC’)'
Pour C,C’,C" € Ob(H,), la multiplication
m: CF(Lc, LC/) & OF(LC/, LCN) — OF(Lc, LCN)

est alors obtenue en comptant les triangles holomorphes a bord dans, alternativement,
Le, Lo et Len. Clest la deuxieéme opération dans la catégorie de Fukaya de (Yo, 2).

5.3. Homologie de Khovanov symplectique pour les tresses

Comme dans le cas de Khovanov, pour une tresse ¢ a 2n brins, on note
CSKhy= &  CSKh(CUoUC").
C,C7€0b(Hy)

On lui donne une structure de H,,-bimodule en singeant la définition de la structure
multiplicative sur H,,, obtenue en comptant des triangles holomorphes.
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5.4. L’homologie de Khovanov symplectique pour les enchevétrements

5.4.1. Homologie de Floer en quilt. — On l’a vu, la décomposition de 'homologie de
Khovanov en pieces élémentaires ameéne a considérer des enchevétrements (tangles en
anglais) qui joignent, par exemple dans le cas de U;, des nombres de points différents.
Les variétés symplectiques en jeu, par exemple Y, et Y,,_; pour U;, sont donc différentes.
Cette difficulté est prise en charge par I'utilisation des quilts holomorphes, développés
par Wehrheim et Woodward [26, 27, 28].

Si (My,wy) et (Ms,ws) sont deux variétés symplectiques, une correspondance lagran-
gienne de My vers M, est une sous-variété lagrangienne L C (M; X My, —wi @ wy).
Dans la suite, on note M; la variété symplectique (M;, —wi). Les correspondances
lagrangiennes ont la vertu de se composer. Si (My,wp), (M, w;) et (Ms,wy) sont des
variétés symplectiques et si L1 C M, x My et Ly C M, x M, sont des correspondances
lagrangiennes, alors on définit

LoolL; = {($0,I’2) € My x M2| dr, € My, ($0,$1) € Ll, ($1,£B2) S Lg}

Cet ensemble est en général singulier. S’il est lisse, c’est une sous-variété lagrangienne
de My x M.

Lorsqu’une suite de correspondances lagrangiennes Ly, ..., L, part du point pour
revenir au point, i.e. Ly C pt x My, Ly C My x pt et L; C M, x M;;,, alors,
pour peu que chaque L; soit monotone, Wehrheim et Woodward définissent une
homologie de Floer HF,(Ly, ..., L) de la fagon suivante. Les générateurs du com-
plexe de chaines sont les k-uplets (z1,...,x,) € M; X -+ X My, ou x; € Lo,
xp € Ly et (x;,x441) € Lipy pour 0 < i < k — 1. La différentielle compte
les quilts holomorphes (uy,...,u;) ou wu;: R x [0,1] — M; est pseudo-holomorphe
(pour une structure presque complexe compatible fixée sur chaque M; au préa-
lable), u1(.,0) C Ly, (u;(., 1), u41(.,0)) C Ly, ug(., 1) C Lg et (uq, ..., ug) converge vers
(xfc, e ,a:f) en +oo. L’homologie de Floer en quilt se comporte de facon fonctorielle
pour la composition :

THEOREME 5.3 (Wehrheim-Woodward). — Pour une suite de correspondances mono-
tones Ly, ..., Ly telles que la composition L; 1 o L; soit plongée, on a

HF(Lg,...,Lis10 Ly, ..., L) ~ HF (Lo, ..., Ly).

5.4.2. Décomposition de [’homologie de Khovanov symplectique en briques élémen-
taires. — A chaque enchevétrement élémentaire N;, U; et s;, Rezazadegan [21] asso-
cie une correspondance lagrangienne.

— Dans le cas de U;, on part de ’ensemble coisotrope
{(1’1, ,l’n)l Elj, HPS SZ} cY,.

Il est difféomorphe & S? x Y,,_;. On considére son injection i : S2xY,,_; < Y}, et la
projection p : S x Y, _; — Y,,_;. L’ensemble (i,p)(S? x Y,,_;) est une sous-variété
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lagrangienne de Y, x Y,,_; qui donne la correspondance. La construction pour N;
est similaire.
— Si ¢ est une tresse a 2n brins (par exemple s;), la correspondance lagrangienne
associée est le graphe dans Y, x Y, du difféomorphisme symplectique ®.
Tout entrelacs L peut étre décrit par une concaténation d’enchevétrements élémen-
taires :
L=Tyo---0Ty
ouT; =nN;,U;, s, 0us; ! Ainsi, on peut associer & L la suite de correspondances V(L) =
(L7, ..., Lz,) qui va du point au point. Rezazadegan [20, 21] montre que I'application ¥
est fonctorielle et que :

THEOREME 5.4. — SKh(L) ~ HF(¥(L)).

Ces propriétés proviennent du fait que les compositions entre correspondances lagran-
giennes vérifient les mémes propriétés de commutation que les enchevétrements (voir
le lemme 4.1 dans [21]). Aux mouvements élémentaires dans un cas correspondent des
isotopies hamiltoniennes et des glissements d’anses dans le second.

5.5. Les cap- et cup-bimodules symplectiques A; et Y;
Pour i € {1,...,2n — 1}, on pose
A= oy, CF(L¢c,Ni, Ler),
CEeOb(Hy,—1),C"€0b(H,y,
et

Y, = @ OF(LoauiyLC/)
CeOb(Hy),C"eOb(Hp—1

que I’on munit respectivement d’une structure de ‘H,,_1 — H,-bimodule et de H,, —H.,,_1-
bimodule a l'aide des quilts triangulaires.

5.6. Equivalences
Rezazadegan obtient dans [21] :

THEOREME 5.5. — Il y a, sur Zy, une équivalence de catégories H.(H,) ~ H, et de
bimodules H,(A;) ~N; et H (Y;) ~ U;.

Idée de la preuve. — 1l faut essentiellement montrer ’existence d’un diagramme com-
mutatif :
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Les fleches verticales sont les isomorphismes de complexes mentionnés dans la re-
marque 5.2. Pour cela, on reformule la multiplication de H,, a 'aide des quilts holo-
morphes comme indiqué sur la figure 7.

FI1GURE 7. Quilt holomorphe pour la multiplication

Par un procédé standard d’étirement (le long des lignes pointillées du dessin 7), on
décompose ces quilts en une succession de quilts élémentaires comme dessiné sur la
figure 8, chacun étant une cap- ou cup-correspondance.

Yita

FIGURE 8. Quilt élémentaire

Pour conclure, on montre que les cap- et cup-correspondances ont le méme effet
que m et A, apres identification canonique des complexes comme espaces vectoriels.
Par fonctorialité de I’homologie de Floer en quilt (qui permet de se réduire au cas ou
Y;_1 = pt sur la figure 8), on se raméne a montrer que la multiplication H; ®@H; — H,
correspond a m et que la comultiplication H; — H; ®H; correspond a A. La multiplica-
tion symplectique est obtenue en comptant les triangles holomorphes, dans A; = T*5?,
entre trois lagrangiennes hamiltoniennement isotopes a la section nulle, par exemple les
graphes de trois fonctions F, G, H : S* — R dont les différences sont de Morse. D’apres
Fukaya-Oh [3], pour une structure presque complexe et des fonctions convenables, ces
triangles sont en bijection avec les arbres en Y de trajectoires de Morse brisées des fonc-
tions G— F, H— F et H — G. On retrouve la multiplication de Khovanov en identifiant
les maximums avec v_ et les minimums avec v, .
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Le méme argument s’applique pour la comultiplication ou on compte les trajectoires
en Y inversé. 0

Soit s; un générateur du groupe de tresse et U; et N; les enchevétrements entre,
réciproquement, 2n et 2n — 2 points et 2n — 2 et 2n points, dont tous les brins sont
triviaux, excepté entre les points ¢ et ¢ + 1 ot on a la connexion évidente. Rezazadegan
20, 21] démontre que, si s; est le générateur du groupe de tresses qui voit se croiser les
i et (i + 1)-iemes brins, le H,-bimodule SKh;, est le cone de la multiplication (définie
en comptant les triangles en quilt adéquats)

SKh(U;) ® SKh(N;) — SKh(Id).

Comme s; engendre un difféomorphisme symplectique de Ag,_1 qui est un twist sym-
plectique le long de la sphere lagrangienne au-dessus d'un segment droit entre 7 et ¢+ 1,
ce résultat est une reformulation de la suite exacte longue de Seidel [23] dans le cadre
des quilts. De la méme facon, le H,,-bimodule SKh -1 est le cone de la comultiplication
(définie en comptant des triangles en quilt « la poiﬁte en bas »)

SKh(Id) — SKh(U;) ® SKh(N;).

En particulier, ceci implique, compte tenu du théoreme 5.5, que :

THEOREME 5.6. — SKh,, ~ Khy, et SKh 1 ~ Kh-1.

5.7. Théoreme de décomposition

Le résultat principal annoncé par Abouzaid et Smith est le suivant :

THEOREME 5.7. —
SKhg, 4y = SKhy, @4, SKhy,.

Cette décomposition est facile a montrer pour le produit tensoriel A.,. Enoncée
comme ici avec le produit tensoriel classique, elle est une conséquence du théoreme :

THEOREME 5.8 ([1]). — Il y a une équivalence de Ao.-bimodules H,, ~ H,, A; ~N; et
Y; >~ U;. Autrement dit, l’algébre des arcs H,, est formelle (elle est quasi-isomorphe d
une algébre A ot toutes les opérations my, hormis la multiplication my, sont nulles).

Il est déja difficile d’étendre le résultat d’équivalence de Rezazadegan 5.5 au cas des
coefficients rationnels. Un point important pour montrer la propriété de formalité est le
fait que les opérations my, k > 3, préservent le g-degré. Le théoreéme 4.2 est un corollaire
des résultats 5.7, 5.5 et 5.6.
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