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CONSTRUCTION DE SOLUTIONS POUR DES EDP
SUR-CRITIQUES À DONNÉES INITIALES ALÉATOIRES

[d’après N. Burq et N. Tzvetkov]

par Anne de BOUARD

INTRODUCTION

L’une des questions fondamentales dans la théorie des équations aux dérivées par-
tielles est la notion de problème bien posé. Pour les problèmes d’évolution, en parti-
culier, il est essentiel de savoir si, étant donné un état à l’instant initial, il existe bien
une unique solution de l’équation, et si cette solution dépend bien continûment de cet
état initial. La notion de problème bien posé remonte à Hadamard. Pour la plupart des
EDP d’évolution classiques, la réponse à cette question est positive si les données sont
suffisamment régulières, et il n’est en général pas difficile de démontrer que pour un
état initial régulier, il existe bien une unique solution, au moins sur un court intervalle
de temps. On peut alors se demander quelle régularité minimale pour la donnée ini-
tiale permet d’obtenir un problème bien posé. La question peut paraître futile, dès lors
que l’on sait résoudre le problème avec une régularité suffisamment basse pour que les
fonctionnelles spécifiques de l’équation (énergie, entropie,...) permettent de globaliser
les solutions, mais il s’avère que cette étude peut parfois donner des indications sur les
mécanismes qui régissent la dynamique du modèle considéré. Le problème d’existence
de solutions peu régulières est également motivé, pour des équations hamiltoniennes
comme celles considérées ici, par l’existence de mesures de Gibbs, invariantes au moins
formellement pour le flot, et parfois supportées par des espaces de fonctions peu régu-
lières. On renvoie à la section 4 pour un bref aperçu de ces questions.

Pour certaines EDP classiques – comme pour l’équation des ondes semi-linéaires dont
nous allons parler plus particulièrement ici, ou pour certaines équations dispersives –
pour lesquelles il est naturel de chercher les solutions dans les espaces de Sobolev,
cet exposant de régularité critique peut parfois être obtenu de manière heuristique en
utilisant un argument d’échelle (voir plus loin). Une fois cet exposant critique obtenu
de manière heuristique, on peut tenter de démontrer qu’en dessous de cette régularité
critique le problème est mal posé, en exhibant une suite de données initiales qui contredit
la continuité de la solution par rapport à l’état initial.

Le but de cet exposé est de décrire, pour certaines équations pour lesquelles la théorie
déterministe est bien calibrée, c’est-à-dire que l’on connaît l’exposant de régularité
critique et que l’on sait démontrer que le problème est mal posé en dessous de cette
régularité critique, comment on peut néanmoins montrer que le problème reste bien



1074–02

posé, à condition de le considérer dans un sens probabiliste. Ces résultats sont tirés
de trois articles de N. Burq et N. Tzvetkov ([BT1, BT2, BT3]) qui ont par la suite été
généralisés, par les mêmes auteurs et par d’autres, à d’autres modèles (voir la section 4).

Par souci de pédagogie, et pour ne pas mêler les arguments probabilistes utilisés par
N. Burq et N. Tzvetkov pour améliorer les résultats déterministes avec des arguments
beaucoup plus techniques concernant la résolution du problème d’évolution détermi-
niste, on adopte ici le point de vue de [BT3]. On considère donc l’équation des ondes
cubiques défocalisante, posée sur le tore plat en dimension trois :

(1)
{
∂2
t u−∆u+ u3 = 0,

(u, ∂tu)t=0 = (u0, u1),

où u = u(t, x), pour t ∈ R, x ∈ T3 = (R/2πZ)3, et ∆ = ∂2
x1 + ∂2

x2 + ∂2
x3 .

Il est naturel de chercher les solutions de (1) qui sont continues en temps à valeurs
dans les espaces de Sobolev, puisque ces derniers sont préservés par le flot de l’équa-
tion linéaire. Plus précisément, on supposera que (u0, u1) ∈ Hs ≡ Hs(T3) ×Hs−1(T3),
pour un réel s ≥ 0. On remarque que, pour s = 1/2, l’espace Hs est préservé par le
changement d’échelle uε(t, x) = 1

ε
u( t

ε
, x
ε
), comme l’est également l’équation (1). Ceci

suggère donc que s = 1/2 est bien l’exposant critique. Il existe une très vaste lit-
térature concernant le problème de Cauchy pour l’équation des ondes semi-linéaire
([Ge, GV1, GV2, GV3, Gr1, Gr2, LS, SS, Pla1], ...). La théorie locale pour l’équation
(1) est maintenant bien comprise (c’est vrai aussi si l’équation est posée sur une variété
riemannienne compacte sans bord plus générale), et on peut montrer que l’équation
est bien posée dans Hs, pour s ≥ 1/2, en utilisant les arguments de Ginibre et Velo
[GV3] et Lindblad et Sogge [LS] pour le cas de R3, et les inégalités de Strichartz dé-
montrées par Kapitanski [Kap] si s < 1 (voir la section 1). Pour s < 1/2, il est connu
que le problème est mal posé localement, et des contre-exemples ont été exhibés par
Christ-Colliander et Tao [CCT] et Lebeau [Le] dans le cas de R3, basés sur l’argument
d’échelle mentionné plus haut, et qui peuvent être adaptés au cas du tore (voir aussi
[BT1] pour un contre-exemple dans le cas d’une variété compacte plus générale). L’idée
de N. Burq et N. Tzvetkov est alors de considérer que la donnée initiale est non pas
fixée dans Hs, mais distribuée suivant une certaine mesure de probabilité. Sous réserve
d’une décroissance suffisante de la « densité » de cette mesure, il est possible de montrer
que, presque sûrement, l’évolution libre gagne suffisamment en intégrabilité pour ob-
tenir l’existence d’une unique solution globale de (1) par des arguments déterministes.
Des détails sur la construction de la mesure, ses propriétés et la manière dont l’intégra-
bilité supplémentaire de l’évolution libre peut être obtenue sont donnés dans la section
2. On note que la mesure utilisée pour obtenir des solutions globales dans [BT3] est
bien plus générale que celle de [BT2] où la globalisation est obtenue grâce au fait que
la mesure utilisée est une mesure invariante pour le flot de (1) (argument utilisé pour
la première fois par Bourgain dans [Bo1]). Dans la section 3, on expliquera comment
obtenir, pour les solutions construites dans la section précédente, certaines propriétés
de continuité « probabiliste » du flot associé, ce qui est essentiel pour pouvoir affirmer
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qu’en probabilisant la donnée initiale de cette façon, on perd dans un certain sens le
caractère mal posé du flot pour s entre 0 et 1/2. La section 4 sera quant à elle consa-
crée à la description d’un certain nombre de généralisations et de résultats obtenus à
la suite des idées développées dans [BT1, BT2, BT3], notamment pour l’équation de
Schrödinger non linéaire. On notera qu’en parallèle, un résultat du même type a été
obtenu par Colliander et Oh [CO], pour l’équation de Schrödinger non linéaire avec
renormalisation de Wick (voir aussi la section 4).

Remerciements. — Je suis particulièrement redevable à N. Tzvetkov pour son éclai-
rage, ses réponses à mes nombreuses questions, pour la preuve de la proposition 3.4
[T1], et pour ses remarques sur le texte. Merci également à B. Merlet pour sa relecture
et ses remarques sur une première version du texte.

1. QUELQUES RÉSULTATS DÉTERMINISTES

Afin d’expliquer l’obstruction qui dans la théorie déterministe empêche de descendre
en dessous de la régularité H1/2, on commence par énoncer le résultat déterministe
optimal et donner une idée de la preuve, qui utilise, pour s < 1, les inégalités de
Strichartz, même si celles-ci ne seront pas nécessaires lors du passage au cadre aléatoire.

Théorème 1.1. — Le problème de Cauchy (1) est bien posé dans Hs, pour s ≥ 1/2,
i.e. pour tout (u0, u1) ∈ Hs, il existe T > 0 et une unique solution u de (1), avec
u ∈ C([0, T ];Hs(T3)) ∩ C1([0, T ];Hs−1(T3)), et cette solution est continue par rapport
à la donnée (u0, u1) ∈ Hs.

Preuve (indications). On rappelle que l’évolution libre est donnée, pour (v0, v1) ∈ Hs,
par

(2) S(t)(v0, v1) = cos(t
√
−∆)(v0) + (

√
−∆)−1 sin(t

√
−∆)v1

où les opérateurs ci-dessus sont définis à l’aide de la décomposition en série de Fourier
de v0 et v1, et avec la convention naturelle sur le terme de fréquence nulle. L’équation
(1) se réécrit alors sous la forme intégrale :

(3) u(t) = S(t)(u0, u1)−
∫ t

0
(
√
−∆)−1 sin((t− τ)

√
−∆)(u3(τ))dτ.

Le résultat d’existence locale pour s ≥ 1/2 peut alors être obtenu grâce aux estimations
de Strichartz sur le tore (voir [Kap] pour une variété compacte sans bord, [St] pour
le cas de R3 et [ILP] pour le cas d’une variété à bord). Ces inégalités, couplées aux
inégalités de Hölder en temps impliquent que pour tout (v0, v1) ∈ Hs, s ≥ 1/2 et tout
g ∈ L4/3(0, T ;L4/3(T3)),

(4) ‖S(t)(v0, v1)‖L4(0,T ;L4(T 3)) ≤ C(‖v0‖Hs + ‖v1‖Hs−1)
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et

(5)
‖
∫ t

0
(
√
−∆)−1 sin((t− τ)

√
−∆)g(τ)dτ‖C([0,T ];Hs)∩L4(0,T ;L4)

≤ CT 2(s−1/2)‖g‖L4/3(0,T ;L4/3).

Les inégalités (4) et (5), combinées avec l’inégalité suivante qui découle immédiatement
de l’inégalité de Hölder :

‖u3 − v3‖L4/3(0,T ;L4/3) ≤ C‖u− v‖L4(0,T ;L4)(‖u‖2
L4(0,T ;L4) + ‖v‖2

L4(0,T ;L4))

permettent de mener à bien un argument de point fixe dans une boule de l’espace
C([0, T ];Hs) ∩ L4(0, T ;L4) pour T suffisamment petit, ne dépendant que de ‖u0‖Hs +
‖u1‖Hs−1 , si s > 1/2. L’argument reste valable pour s = 1/2, mais la dépendance du
temps d’existence par rapport à la donnée initiale est plus complexe. L’argument de
point fixe permet également de montrer la continuité du flot. On renvoie à [GV1] et
[LS] pour des arguments plus précis, ainsi qu’à [CW] pour des arguments similaires
pour l’équation de Schrödinger non linéaire. De plus l’unicité peut en fait être montrée
(pour s > 1/2) dans l’espace plus large C([0, T ];Hs) (voir [Pla1, FPT]). �

Pour s ≥ 3/4, la solution est globale dans le cas de R3. Ce résultat est dû à Kenig,
Ponce et Vega [KPV], Gallagher et Planchon [GP] et Bahouri et Chemin [BC] (voir
également [Pla2]) et se généralise probablement au cas du tore. Des améliorations ont
également été obtenues par Roy [Ro2] (voir également [Ro1] pour le cas radial). Tous les
résultats d’existence globale déterministes utilisent la conservation de l’énergie définie
par

(6) E(v)(t) = 1
2

∫
T3

(
(∂tv)2 + |∇v|2 + 1

2v
4
)
dx,

par le flot de (1). Évidemment, cette conservation n’est pas en soi suffisante pour glo-
baliser les solutions si s < 1. L’idée (utilisée pour la première fois par Bourgain [Bo3]
pour l’équation de Schrödinger non linéaire) consiste, pour un temps final T0 fixé, à
découper la solution sous la forme u(t) = S(t)ΠN(u0, u1) + vN où ΠN est la projection
orthogonale (dans L2) sur l’espace engendré par les N premiers modes de Fourier, et
ΠN = 1−ΠN . La croissance de la partie régulière vN en fonction de N est alors estimée
grâce à l’évolution de l’énergie, et N peut être fixé de manière adéquate pour atteindre
le temps final.

On ne détaillera pas ces arguments qui peuvent s’avérer extrêmement techniques,
mais on donne ci-après une version « zéro » qui ne présente aucun intérêt pour l’équa-
tion déterministe, mais qui, de manière étonnante, est suffisante pour obtenir l’existence
globale presque sûrement pour une large classe de distributions probabilistes de données
initiales (voir la section 2). Notons que pour le problème déterministe, elle ne permet
d’obtenir l’existence globale que pour s = 1, qui découle déjà directement de la conser-
vation de l’énergie, puisque l’énergie contrôle ‖∇u‖2

L2 d’une part, mais également ‖u‖4
L4 ,

donc aussi ‖u‖L2 (sur le tore).
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Proposition 1.2 ([BT3]). — Soit T0 > 0, fixons 0 < s < 1 et (u0, u1) ∈ Hs. Suppo-
sons que S(t)(u0, u1) ∈ L3(0, T0;L6(T3))∩L1(0, T0;L∞(T3)) ; alors il existe une unique
solution de (1) vérifiant

(u(t), ∂tu(t)) ∈ (S(t)(u0, u1), ∂tS(t)(u0, u1)) + C([0, T0];H1(T3)× L2(T3)).

Preuve (indications). En décomposant une solution u(t) de (1) sous la forme
u(t) = S(t)(u0, u1) + v(t) on obtient pour v l’équation

(7)
{
∂2
t v −∆v + (S(t)(u0, u1) + v(t))3 = 0

(v, ∂tv)t=0 = (v0, v1),

avec (v0, v1) = (0, 0). L’existence locale d’une solution de (7) sur un temps ne dépendant
que de

max(‖v0‖H1 , ‖v1‖L2 , ‖S(t)(u0, u1)‖L3(0,T0;L6))

ne nécessite qu’un argument de point fixe, et quelques estimations élémentaires sur
la formulation intégrale de l’équation (7), ainsi que l’injection de Sobolev H1(T3) ⊂
L6(T3). On renvoie à [BT3] pour les détails. Pour globaliser les solutions, on utilise
l’évolution de l’énergie E(v)(t) définie par (6). Une intégration par parties et l’équation
(7) permettent d’obtenir

d

dt
E(v)(t) =

∫
T3
∂tv(∂2

t v −∆v + v3)dx

=
∫
T3
∂tv

(
v3 − (S(t)(u0, u1) + v)3

)
dx,

et les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Hölder nous autorisent à majorer le terme
précédent par

C(E(v))1/2‖v3 − (S(t)(u0, u1) + v)3‖L2(T3)

≤ C(E(v))1/2[g(t) + f(t)‖v(t)‖2
L4(T3)]

≤ (E(v))1/2[g(t) + f(t)(E(v))1/2],

où f(t) = ‖S(t)(u0, u1)‖L∞(T3) et g(t) = ‖S(t)(u0, u1)‖3
L6(T3); le lemme de Gronwall

permet alors de conclure, puisque f et g sont toutes deux intégrables sur [0, T0]. �

On remarque que cette preuve élémentaire ne fonctionnerait pas pour l’équation
des ondes semi-linéaires avec une puissance de la non linéarité plus élevée, |u|αu avec
α > 2. Dans ce cas, il faudrait pour obtenir des résultats globaux utiliser l’argument de
découpage en fréquences décrit précédemment.

Pour 0 < s < 1/2 au contraire, le problème d’évolution est localement mal posé,
comme le montre le résultat suivant.
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Théorème 1.3. — Soit s avec 0 < s < 1/2 ; alors il existe δ > 0 et une suite (tn)n≥1
de réels strictement positifs, tendant vers zero, et il existe une suite (un)n≥1 de solutions
globales de (1) dans C∞(R+ × T3) telles que

‖un(0)‖Hs(T3) ≤ C(log(n))−δ, ∂tun(0) = 0,

et
‖un(tn)‖Hs(T3) + ‖∂tun(tn)‖Hs−1(T3) ≥ C(log(n))δ.

Ce résultat, qui montre que le flot associé à l’équation (1) ne peut pas être continu
dans Hs pour s < 1/2, est démontré dans [BT1] dans le cas d’une variété riemannienne
compacte sans bord plus générale. Les arguments utilisés sont ceux de [CCT] où le cas
de R3 est traité, à l’exception de l’argument d’échelle. On renvoie également à [Le] pour
le cas sur-critique H1, et à [CCT, AC] pour des résultats similaires pour l’équation de
Schrödinger non linéaire. L’idée est de considérer une suite de données initiales régulières
qui se concentrent en un point, de telle sorte que leur norme dans Hs(T3) tend vers
zéro à un taux logarithmique, (log(n))−δ1 . La solution correspondante de (1) – qui est
globale puisque l’équation est sous-critique H1 – est alors comparée avec la solution de
l’équation différentielle (ou équation « sans dispersion »)

(8) ∂2
t vn + v3

n = 0

avec la même donnée initiale. L’utilisation d’une énergie semi-classique permet de mon-
trer que les solutions un et vn restent proches (au sens où leur différence en norme Hs

tend vers zéro comme une puissance négative de n) sur un intervalle de temps [0, tn]
court (tn tend vers zéro également comme une puissance négative de n), mais, si δ1
est bien choisi, suffisamment long pour que limn→∞ ‖vn(tn, .)‖Hs = +∞. Cette dernière
propriété est simplement obtenue en écrivant la solution vn de (8) en termes de la
solution V de

V ′′ + V 3 = 0, V (0) = 1, V ′(0) = 0.

2. PROBLÈME DE CAUCHY POUR DES DONNÉES INITIALES
ALÉATOIRES

Comme indiqué dans l’introduction l’idée pour obtenir des solutions globales de
l’équation (1) pour s < 1/2 est de considérer que la donnée initiale n’est pas fixée
de manière déterministe dans Hs, mais distribuée suivant une certaine mesure de pro-
babilité. Cette idée prend ses origines dans les travaux de Bourgain [Bo1], inspirés de la
physique statistique et concernant l’équation de Schrödinger non linéaire, qui utilisent
la mesure de Gibbs invariante de cette équation hamiltonienne pour en obtenir des so-
lutions globales presque sûrement (voir aussi la section 4). Ici, cependant, la situation
est différente puisque, dans le cas s < 1/2, se présente déjà un problème avec la théorie
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déterministe locale. De plus, la mesure utilisée est plus générale et n’est pas nécessaire-
ment une mesure invariante pour le flot de l’équation considérée, ni même absolument
continue par rapport à une telle mesure.

2.1. Mesure sur la donnée initiale

On considère une mesure de probabilité θ sur R vérifiant la propriété de décroissance
suivante : il existe une constante c > 0 telle que pour toute constante γ ∈ R,

(9)
∫ +∞

−∞
eγxdθ(x) ≤ ecγ

2
.

De manière équivalente, on pourrait supposer qu’il existe des constantes C et c positives
telles que ∫ +∞

−∞
xdθ(x) = 0, et pour tout γ ∈ R,

∫ +∞

−∞
eγxdθ(x) ≤ Cecγ

2
.

Deux exemples typiques de mesures vérifiant la propriété de décroissance (9) sont donnés
par les mesures gaussiennes centrées :

(10) dθ(x) = 1
2πσ2 exp

(
− x2

2σ2

)
dx

et toutes les mesures de probabilité de moyenne nulle et à support compact, comme par
exemple la mesure de Bernoulli dθ(x) = 1

2(δ−1 + δ1).
On utilise, pour décrire la mesure sur Hs, la décomposition en série de Fourier

u(x) = a0 +
∑

n∈Z3\{0}
(an cos(n.x) + bn sin(n.x)),

pour u ∈ Hs(T3) à valeurs réelles, avec

‖u‖2
Hs =

∑
n∈Z3

(1 + |n|2s)(a2
n + b2

n) < +∞

et avec la convention b0 = 0. Soit alors (αn,j, βn,j)n∈Z3,j=0,1 une suite de variables aléa-
toires indépendantes et distribuées selon la loi θ, sur un espace de probabilité (Ω,F ,P).
Pour (u0, u1) ∈ Hs donné par sa décomposition en série de Fourier

uj(x) = a0 +
∑

n∈Z3\{0}
an,j cos(n.x) + bn,j sin(n.x), pour j = 0, 1,

on pose pour j = 0, 1,

(11) uj(ω, x) = a0,jα0,j(ω) +
∑

n∈Z3\{0}
an,jαn,j(ω) cos(n.x) + bn,jβn,j(ω) sin(n.x).

On obtient ainsi une variable aléatoire (u0(ω), u1(ω)) ∈ L2(Ω;Hs) dont la loi µ(u0,u1)
est donc une mesure de probabilité sur Hs (muni de la tribu des boréliens).

Il n’est en fait pas essentiel que les variables aléatoires (αn,j, βn,j)n∈Z3,j=0,1 soient
identiquement distribuées ; il suffirait, pour tout ce qui suit, que la condition (9) soit
vérifiée par chacune des lois, uniformément en n et j.
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Remarque 2.1. — Il est intéressant de noter que, dans le cas gaussien (10), la mesure
µ(u0,u1) ainsi obtenue sur Hs est une mesure gaussienne stationnaire, c’est-à-dire inva-
riante par translation en x. Cette dernière propriété découle facilement de la projection
(pour n fixé) sur les modes (cos(n.x), sin(n.x)), et de l’invariance par rotation de la me-
sure gaussienne à valeurs dans R2 définie par (an,jαn,j, bn,jβn,j). Réciproquement, toute
mesure gaussienne stationnaire sur Hs peut être représentée comme une mesure µ(u0,u1),
avec (u0, u1) ∈ Hs. En effet, si u(ω, x) est un champ aléatoire gaussien stationnaire dans
L2(Ω, Hs(T3)), alors la décomposition en série de Fourier et la stationnarité impliquent

u(ω, x) =
∑
k∈Z3

ûk(ω)eik.x

où les variables aléatoires gaussiennes uk(ω) vérifient û−k(ω) = ¯̂uk(ω) presque sûrement,
et E(ûk(ω)¯̂ul(ω)) = 0 si k 6= l. Ainsi u(ω, x) admet bien une décomposition de la forme
(11).

Pour une mesure θ plus générale, vérifiant toujours la condition de décroissance (9),
quelques propriétés de la mesure µ(u0,u1) obtenue à l’aide de la définition précédente
sont démontrées dans [BT1] et [BT3]. Il est important de noter en particulier que
la mesure µ(u0,u1) ne charge pas les fonctions plus régulières (au sens des espaces de
Sobolev) que (u0, u1). Par contre, elle charge bien (avec probabilité totale) les fonctions
plus intégrables (au sens Lp) que (u0, u1), et c’est là l’argument essentiel du résultat
d’existence globale de la section 2.2.

Proposition 2.2. — Soit (u0, u1) ∈ Hs, s ≥ 0 et soit µ(u0,u1) la mesure construite
précédemment. Si s′ > s et (u0, u1) 6∈ Hs′, alors µ(u0,u1)(Hs′) = 0, en supposant bien
entendu que θ 6= δ0.

De plus, si le support de la mesure θ est égal à R et si tous les coefficients de Fourier
de (u0, u1) sont non nuls, alors le support de µ(u0,u1) est égal à Hs. En particulier, pour
tout ε > 0, la mesure

µ(u0,u1)
(
{(v0, v1) ∈ Hs, ‖u0 − v0‖Hs + ‖u1 − v1‖Hs−1 < ε}

)
est strictement positive.

Preuve (indications). L’idée, pour montrer que la mesure µ(u0,u1) ne charge pas les
fonctions plus régulières que (u0, u1) est de calculer, pour s′ > s,

E(e−(‖u0(ω,.)‖2
Hs
′+‖u1(ω,.)‖2

Hs
′−1 )) =

∫
Hs
e
−(‖u‖2

Hs
′+‖v‖2

Hs
′−1 )

dµ(u0,u1)(u, v).

En utilisant la caractérisation en Fourier de la norme dans Hs′ , la décomposition (11)
et l’indépendance des v.a. (αn,j, βn,j)n∈Z3,j=0,1, qui permet d’écrire la mesure µ(u0,u1)
comme un produit tensoriel infini de mesures de probabilité, le terme précédent admet
une expression de la forme∏

n∈N

∫
R
e−γ

2
nx

2
dθ(x), avec

∑
n∈N

γ2
n = +∞.
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En fixant alors δ et c > 0 telles que θ([−c, c]) ≤ 1 − δ, ce qui est toujours possible
si θ 6= δ0, et en intégrant séparément, dans le produit ci-dessus sur {|x| ≤ c} et sur
{|x| > c}, ce produit peut être majoré par ∏n∈N(1 − δ(1 − e−γ

2
nδ

2)), qui est nul si∑
n∈N γ

2
n = +∞. Ainsi∫

Hs×Hs−1
e
−(‖u‖2

Hs
′+‖v‖2

Hs
′−1 )

dµ(u0,u1)(u, v) = 0,

ce qui implique µ(u0,u1)(Hs′) = 0. On renvoie à [BT1] pour les détails. Lorsque la
mesure θ est gaussienne, le résultat est une conséquence du théorème de Fernique ([Fe],
Théorème 1.3.2).

Le fait que la mesure µ(u0,u1) charge toutes les boules de Hs si le support de θ est égal
à R et si tous les coefficients de Fourier de (u0, u1) sont non nuls s’obtient également
en utilisant la caractérisation de la mesure µ(u0,u1) comme un produit tensoriel infini de
mesures de probabilité. De plus, la projection sur les hauts modes de Fourier tend vers
zéro en probabilité, pour cette mesure µ(u0,u1). Plus précisément, si ΠN = 1 − ΠN est
la projection dans L2(T3)× L2(T3) sur l’espace engendré par {cos(n.x), sin(n.x), |n| ≥
N + 1}, alors

(12) µ(u0,u1)
(
{(v0, v1) ∈ Hs, ‖ΠN(v0, v1)‖Hs > δ}

)
≤ Ce

−c δ2
‖ΠN (u0,u1)‖2Hs

et cette remarque permet de se ramener à un produit tensoriel fini de mesures de
probabilité équivalentes à θ, pour lequel le résultat est immédiat. L’estimation (12) se
montre avec les arguments de la section 2.3. �

Remarque 2.3. — Il est également démontré dans [BT3], à l’aide d’un résultat de Ka-
kutani [Kak] donnant un critère pour l’absolu continuité de produits tensoriels infinis
de mesures, que si les coefficients de Fourier de (u0, u1) et (ũ0, ũ1) sont « suffisamment
proches », alors les mesures µ(u0,u1) et µ(ũ0,ũ1) sont équivalentes, tandis que dans le cas
contraire, elles sont mutuellement singulières. Lorsque la mesure θ est gaussienne, ce
résultat découle du théorème de Feldman-Hajek [Va].

2.2. Existence globale pour presque toutes données initiales
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de [BT3].

Théorème 2.4. — Supposons 0 ≤ s < 1 ; soit (u0, u1) ∈ Hs et soit µ = µ(u0,u1) définie
dans la section 2.1, pour une mesure θ vérifiant la condition (9). Alors il existe un
ensemble Σ de µ-mesure totale dans Hs, tel que pour tout (v0, v1) ∈ Σ, il existe une
unique solution globale v de l’équation

(13)
{

(∂2
t −∆)v + v3 = 0

(v(0), ∂t(0)) = (v0, v1)
avec

(v(t), ∂tv(t)) ∈ (S(t)(v0, v1), ∂tS(t)(v0, v1) + C(R;H1(T3)× L2(T3)),
où l’on rappelle que S(t) est l’évolution libre définie par (2). De plus, l’ensemble Σ peut
être choisi invariant par le flot de l’équation (13).
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Enfin, la croissance des normes de la solution ci-dessus peut être estimée de la ma-
nière suivante : pour s ≤ 1/2, pour tout ε > 0, il existe des constantes C et δ telles
que, si l’on écrit la solution précédente v(t) sous la forme

v(t) = S(t)(v0, v1) + w(t),

il existe M = M(v0, v1) tel que

‖w(t)‖H1 ≤


C(M + |t|) 1−s

s
+ε si 0 < s ≤ 1/2,

CeC(|t|+M)2 si s = 0,
et on a

µ
(
{(v0, v1) ∈ Hs, M > λ}

)
≤ Ce−λ

δ

.

La dérivée en temps ∂tw vérifie des estimations du même type dans Hs−1.

Remarque 2.5. — Une estimation similaire a lieu pour 1/2 < s < 1, à condition de
retirer de l’évolution libre la partie constante de la donnée initiale (qui induit une
croissance linéaire en temps dans l’évolution libre).

Au vu de la proposition 1.2, la première partie du résultat ci-dessus, c’est-à-dire
l’existence globale de v pour µ-presque tout (v0, v1) ∈ Hs est immédiate si l’on sait que,
pour µ-presque tout (v0, v1) ∈ Hs :

S(t)(v0, v1) ∈ L3
loc(R;L6(T3)) ∩ L1

loc(R;L∞(T3)).

Ceci découle, pour s > 0, d’une propriété de « régularisation Lp » de la mesure µ qui
sera démontrée dans la section 2.3 ci-après (en fait il sera démontré plus précisément une
estimation de grandes déviations en norme Lp), propriété qui permet d’affirmer que pour
µ-presque tout (v0, v1) ∈ Hs, l’évolution libre vérifie S(t)(v0, v1) ∈ Lploc(R+;W s,p(T3))
pour tout p. L’injection de Sobolev W s,p(T3) ⊂ L∞(T3) pour p suffisamment grand
permet alors de conclure dans le cas s > 0. Pour obtenir de plus un ensemble de
données initiales invariant par le flot, il suffit alors de considérer l’ensemble Σ = Θ +
H1(T3)× L2(T3), où

Θ = {(v0, v1) ∈ Hs, S(t)(v0, v1) ∈ L3
loc(R+;L6(T3)) ∩ L1

loc(R+;L∞(T3))}.

Le cas s = 0 nécessite cependant d’autres arguments, à cause de l’absence d’injection
de Sobolev dans ce cas. L’idée de [BT3] est d’utiliser un argument similaire à celui de
Yudovitch pour l’existence globale des solutions de l’équation d’Euler 2-D, en estimant,
en fonction de j et sur un intervalle de temps adéquat, la croissance de l’énergie des
solutions pour lesquelles S(t)(v0, v1) ∈ Ljloc(R+;Lj(T3)), puis en utilisant un argument
de boostrap.

La borne sur l’évolution des normes s’obtient (pour s > 0) en utilisant, en plus des
arguments de la proposition 1.2, une décomposition de S(t)(v0, v1) en hautes et basses
fréquences, et l’estimation de grandes déviations de la section 2.2 sur la partie hautes
fréquences.
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2.3. Estimations de grandes déviations
Comme énoncé précédemment, l’argument principal permettant d’obtenir des solu-

tions globales par le biais de la proposition 1.2 est la « régularisation Lp » qui est donnée
par la proposition suivante, qui de plus fournit une estimation sur la décroissance des
queues de la norme Lp, ou estimation de grandes déviations.

Proposition 2.6. — Soit (ϕn)n∈N une base hilbertienne de L2(T) pour laquelle on
suppose qu’il existe une constante C, avec ‖ϕn‖Lp(T) ≤ C pour tout n ∈ N. Soit (gn)n∈N
une famille de variables aléatoires indépendantes de loi θ vérifiant la condition de dé-
croissance (9). On considère, pour une suite (cn)n∈N telle que ∑n∈N c

2
n < +∞, la fonc-

tion aléatoire f(x) = ∑
n∈N cngn(ω)ϕn(x) ∈ L2(T). Alors f ∈ Lp(T), presque sûrement,

pour tout p avec 1 ≤ p < +∞, et il existe une constante C > 0 telle que pour tout
λ > 0,

P
({
ω,

∥∥∥ ∑
n∈N

cngnϕn
∥∥∥
Lp(T)

> λ
})
≤ e

−C λ2∑
n
c2n .

Remarque 2.7. — Le fait que f ∈ Lp(T) pour tout p est une conséquence d’un cas
particulier d’un théorème dû à Paley et Zygmund, et datant des années 1930 [PZ], au
moins dans le cas où les v.a. (gn)n∈N suivent une loi de Bernoulli, et où (ϕn)n∈N est
la base de Fourier. Paley et Zygmund montrent en réalité que eλ|f |2 ∈ L2(T), presque
sûrement, pour tout λ > 0, ce qui implique en particulier que f ∈ Lp(T), p.s. Une fois
que l’on sait que f ∈ Lp(T), p.s., il est naturel d’obtenir une estimation de décroissance
exponentielle sur les queues de la probabilité, au moins dans le cas gaussien, grâce au
théorème de Fernique.

L’estimation de grandes déviations précédente est en fait équivalente à l’estimation
sur les moments d’ordre q suivante :

Proposition 2.8. — Sous les mêmes hypothèses que dans la proposition 2.6, il existe
une constante C > 0, telle que pour tout q ≥ p,∥∥∥∥ ∑

n∈N
cngn(ω)ϕn

∥∥∥∥
Lq(Ω;Lp(T))

≤ C
√
q
(∑
n∈N

c2
n

)1/2
.

Pour montrer que la proposition 2.8 implique la proposition 2.6, il suffit, pour λ > 0
fixé, d’utiliser l’inégalité de Markov, et d’optimiser l’inégalité obtenue par rapport au
paramètre q en prenant q = λ2

e
.

La proposition 2.8 découle à son tour de la proposition suivante, dont la preuve se
révèle assez élémentaire.

Proposition 2.9. — Sous les mêmes hypothèses que celles de la proposition 2.6 ci-
dessus, il existe une constante C > 0 telle que pour tout λ > 0,

(14) P
({
ω,

∣∣∣ ∑
n∈N

cngn(ω)
∣∣∣ > λ

})
≤ e

−C λ2∑
n
c2n .
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À son tour, le passage de la proposition 2.9 à la proposition 2.8 ne nécessite que des
arguments classiques : si ν est la loi de

∣∣∣∑n∈N cngn(ω)
∣∣∣, alors

‖
∑
n∈N

cngn(ω)‖qLq(Ω) =
∫ +∞

0
λqdν(λ) = q

∫ +∞

0
P
(
{ω, |

∑
n

cngn| > λ}
)
λq−1dλ

et il est facile, en utilisant l’estimation (14) ainsi que l’expression explicite (en fonction
de q) du moment d’ordre q d’une v.a. gaussienne, de montrer que le terme ci-dessus
est majoré par C(√q)q(∑n c

2
n)q/2 (inégalité de Khinchin). L’utilisation de l’inégalité de

Minkowski permet d’écrire∥∥∥∑
n

cngnϕn
∥∥∥
Lq(Ω;Lp(T))

≤
∥∥∥∑

n

cngnϕn
∥∥∥
Lp(T;Lq(Ω))

et d’utiliser l’inégalité précédente, à x fixé, avec cn remplacé par cnϕn(x) ; on conclut
grâce à l’inégalité de Minkowski pour la somme.

Preuve de la proposition 2.9. Par indépendance des v.a. (gn)n∈N, on calcule aisé-
ment pour t > 0,

E
(
et
∑

n
cngn

)
=
∏
n≥0

∫ +∞

−∞
etcnxdθ(x).

L’hypothèse de décroissance (9) sur la mesure θ permet de majorer le terme précédent
par ∏

n∈N
ec(tcn)2 = ect

2
∑

n
c2n .

On déduit de l’inégalité de Markov exponentielle que pour λ > 0, et pour tout t > 0,

P({ω,
∑
n

cngn > λ}) ≤ e−tλ+ct2
∑

n
c2n

et une optimisation de cette inégalité par rapport au paramètre t > 0 induit l’estimation

P({ω,
∑
n

cngn > λ}) ≤ e
− λ2

4c
∑

n
c2n .

L’inégalité symétrique s’obtient en remplaçant cn par −cn. �

Finalement, pour revenir au contexte de l’équation des ondes cubiques, la proposition
2.6 précédente, appliquée avec (ϕn)n∈N = (cosn.x, sinn.x)n∈Z3 , ainsi que l’expression
explicite en Fourier de l’évolution libre S(t) :

S(t)(u0(ω), u1(ω)) = α0,0a0,0 + α0,1a0,1t

+
∑

n∈Z3\{0}

(
αn,0an,0 cos(|n|t) + αn,1an,1

sin(|n|t)
|n|

)
cos(n.x)

+
∑

n∈Z3\{0}

(
βn,0bn,0 cos(|n|t) + βn,1bn,1

sin(|n|t)
|n|

)
sin(n.x)

mènent au corollaire suivant, à l’aide d’arguments identiques à ceux utilisés pour mon-
trer la proposition 2.6.
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Corollaire 2.10. — Fixons (u0, u1) ∈ Hs, avec 0 ≤ s < 1 et définissons µ = µ(u0,u1)
comme dans la section 2.1. Alors pour tout T0 > 0 et tout p tel que 2 ≤ p < +∞, il
existe des constantes C et c positives telles que pour tout λ > 0,

µ
(
{(v0, v1) ∈ Hs ‖S(t)(v0, v1)‖Lp(0,T0;W s,p(T3)) > λ}

)
≤ C exp

(
− cλ2

‖(u0, u1)‖2
Hs

)
.

De manière équivalente, il existe une constante C > 0 telle que pour tout q ≥ p,

‖S(t)(u0(ω), u1(ω)‖Lq(Ω;Lp(0,T0;W s,p(T3))) ≤ C
√
q(‖(u0, u1)‖2

Hs .

Ce dernier corollaire éclaire donc le fait qu’il est possible (au moins pour s > 0)
d’appliquer la proposition 1.2 pour µ-presque tous (v0, v1) ∈ Hs pour obtenir l’exis-
tence globale des solutions correspondantes de l’équation (1). On obtient ainsi un flot
(déterministe) bien défini µ presque sûrement sur Hs.

Remarque 2.11. — Il est utile de remarquer que la seule propriété utilisée ici concer-
nant le flot S(t) est son caractère multiplicateur de Fourier à coefficients uniformément
bornés. Il est donc clair que cette méthode – sous réserve évidemment de disposer d’un
résultat déterministe du même type que celui de la proposition 1.2 – s’applique à de
nombreux autres modèles dont l’évolution linéaire est unitaire dans les espaces de So-
bolev. L’absence de résultat déterministe aussi simple que celui de la proposition 1.2
nécessite cependant, en général, d’utiliser des arguments déterministes beaucoup plus
techniques. On renvoie à la section 4 pour une brève description des généralisations dis-
ponibles a l’heure actuelle. De même, il est clair par cet argument que la généralisation
à d’autres variétés n’est pas immédiate, en l’absence de propriétés équivalentes sur les
fonctions propres de l’opérateur de Laplace–Beltrami associé. Là encore, on renvoie à
la section 4 pour plus de détails.

3. CONTINUITÉ PROBABILISTE DU FLOT

Une question naturelle, au vu des résultats mentionnés dans le théorème 1.3 (sec-
tion 1) et ceux de la section 2, est celle de la continuité du flot construit dans le
théorème 2.4. On peut en effet légitimement se demander si le flot ainsi construit est
continu, µ-presque sûrement. Cela signifierait en particulier que la mesure µ ne voit
pas les données initiales pathologiques données par le théorème 1.3, qui donnent lieu à
des contre-exemples pour la continuité du flot. Ce résultat est en fait faux, ainsi que le
montre la seconde partie du théorème ci-dessous. Il est possible néanmoins de démon-
trer le résultat de continuité plus faible suivant, qui correspond à une certaine notion
de « continuité en probabilité ».

Théorème 3.1 ([BT3]). — On suppose ici que la mesure θ est symétrique et vérifie la
propriété (9). Soit s tel que 0 < s < 1, et soient (u0, u1) ∈ Hs et µ = µ(u0,u1) la mesure
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construite au paragraphe 2.1. On fixe T > 0 et on considère le flot Φ(t) défini µ presque
sûrement dans le théorème 2.4. Alors pour tous ε, A > 0, la probabilité conditionnelle

(15)
µ⊗ µ ({(V0, V1) ∈ (Hs)2, ‖Φ(t)V0 − Φ(t)V1‖XT > ε∣∣∣ ‖V0 − V1‖Hs < η, ‖V0‖Hs ≤ A, ‖V1‖Hs ≤ A})

tend vers zero avec η. Ici l’espace XT est donné par

XT =
(
C([0, T ];Hs)× C1([0, T ];Hs−1)

)
∩ L4([0, T ]× T3).

De plus, si la mesure µ est supportée par Hs (par exemple, si tous les coefficients de
Fourier de (u0, u1) sont non nuls et si le support de la mesure θ est égal à R) alors la
probabilité conditionnelle (15) est strictement positive pour tout η > 0, si ε est choisi
suffisamment petit.

Remarque 3.2. — Ce théorème ne dit rien sur la continuité en loi du flot, puisque la
mesure µ de la donnée initiale est fixée.

La preuve de la partie positive (continuité en probabilité) du théorème 3.1 contient
essentiellement deux ingrédients. Le premier ingrédient est un résultat (entièrement
déterministe) de continuité conditionnelle, et le second ingrédient est une amélioration
des estimations de grandes déviations de la section 2.3 sous forme d’estimations de
grandes déviations conditionnées (voir la proposition 3.4 ci-dessous).

Proposition 3.3 (continuité conditionnelle). — On fixe T > 0. Il existe α, β > 0
(assez petits) et une constante CT > 0 tels que pour tout η > 0, si V0, V1 ∈ Σ (où Σ est
l’ensemble défini par le théorème 2.4) vérifient

(16) ‖S(t)(V0 − V1)‖L4([0,T ];L6(T3)) ≤ η1−α,

et

(17) ‖S(t)Vj‖L4([0,T ];L6(T3)) ≤ β log log(η−1), j = 0, 1

et si ‖V0 − V1‖Hs < η, alors

‖Φ(t)V0 − Φ(t)V1‖XT ≤ CTη
1/2.

La preuve de cette proposition s’obtient simplement en utilisant, pour j = 0, 1, la
décomposition de la solution vj(t) de l’équation (1) avec (u0, u1) = Vj sous la forme

vj(t) = S(t)Vj + wj(t)

et en estimant d
dt
‖w0 − w1‖2

H1 + d
dt
‖∂t(w0 − w1)‖2

L2 grâce à l’équation vérifiée par wj,
j = 0, 1 et à l’évolution de l’énergie E(wj)(t).

Ainsi, en notant Aη (resp. Bη) l’ensemble des couples (V0, V1) ∈ (Hs)2 pour lesquels
la propriété (16) (resp. (17)) est vérifiée, et si pour ε > 0

Uε =
{

(V0, V1) ∈ (Hs)2, ‖Φ(t)V0 − Φ(t)V1‖XT > ε
}
,
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alors la proposition 3.3 dit que pour η suffisamment petit,

µ⊗ µ(Uε ∩ Aη ∩ Bη
∣∣∣‖V0 − V1‖Hs ≤ η) = 0.

En particulier, la probabilité (15) peut être majorée par

(18)
µ⊗ µ(Acη

∣∣∣ ‖V0 − V1‖Hs ≤ η, ‖V0‖Hs ≤ A, ‖V1‖Hs ≤ A)

+µ⊗ µ(Bcη
∣∣∣ ‖V0 − V1‖Hs ≤ η, ‖V0‖Hs ≤ A, ‖V1‖Hs ≤ A).

Il est moralement facile de voir que le conditionnement par max(‖V0‖Hs , ‖V1‖Hs) ≤ A

n’intervient pas dans le premier terme de (18) car ajouter une même constante à V0
et V1 ne change pas la réalisation de Acη. Quant au second terme, pour η suffisamment
petit, il est du même ordre que

µ({V ∈ Hs, ‖S(t)V ‖L4([0,T ];L6) > β log log(η−1)
∣∣∣ ‖V ‖Hs ≤ A}).

Ainsi, le théorème 2.4 découle de la proposition suivante, par les mêmes arguments
qui permettent de déduire le corollaire 2.10 de la proposition 2.6, grâce à nouveau
à l’expression de l’évolution libre S(t) comme multiplicateur de Fourier à coefficients
bornés.

Proposition 3.4 (Grandes déviations conditionnées [T1]). — Soit (ϕn)n∈N une base
hilbertienne de L2(T) vérifiant les hypothèses de la proposition 2.6. Soit (gn)n∈N une
suite de v.a. indépendantes de loi θ symétrique et vérifiant la propriété de décroissance
(9) ; soit (cn)n∈N telle que ∑n c

2
n < +∞. Alors pour tout p avec 1 ≤ p < +∞, il existe

une constante c > 0 telle que pour tous λ, ε > 0, si f(x) = ∑
n cngnϕn(x), alors

P
(
{ω, ‖f‖Lp(T) > λ

∣∣∣ ‖f‖L2(T) ≤ ε}
)
≤ e−c

λ2
ε2 .

Preuve de la proposition 3.4. On considère une suite (hn)n∈N de variables aléa-
toires de Bernoulli iid, indépendantes de (gn)n∈N. On note µ0 la mesure induite par
(hn)n sur `∞(RN) et pour h ∈ `∞(RN), et u = ∑

n∈N cnϕn ∈ L2(T), on note

u� h =
∑
n∈N

hncnϕn.

Alors d’une part, il est clair que la suite (gnhn)n∈N est également une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi θ (supposée, on le rappelle, symétrique), de sorte que si
µ est la mesure induite par f sur L2(T), on peut écrire

(19)

µ(‖f‖Lp > λ
∣∣∣ ‖f‖L2 ≤ ε)

= P({ω, ‖∑n cngnhnϕn‖Lp(T) > λ
∣∣∣ ‖∑n cngnhnϕn‖L2(T) ≤ ε})

= µ⊗ µ0 (‖f � h‖Lp(T) > λ
∣∣∣ ‖f � h‖L2(T) ≤ ε).

De plus, puisque ‖f � h‖L2 = (∑n c
2
ng

2
n)1/2, le dernier terme de (19) est en fait égal à

(20) µ⊗ µ0 (‖f � h‖Lp > λ
∣∣∣ ‖f‖L2 ≤ ε),
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qui est majoré par
sup

u∈L2(T), ‖u‖L2≤ε
µ0(‖u� h‖Lp > λ).

Or, pour u = ∑
n cnϕn ∈ L2(T) avec ‖u‖2

L2 = ∑
n c

2
n, la proposition 2.9 permet de

majorer µ0(‖u � h‖Lp > λ) par e
−c λ2∑

n
c2n = e

−c λ2
‖u‖2

L2 qui elle-même est majorée, si
‖u‖L2 ≤ ε, par e−c

λ2
ε2 , et la proposition est prouvée. �

4. QUELQUES EXTENSIONS

Toujours dans le contexte des ondes semi-linéaires, les résultats déterministes élémen-
taires utilisés ici (propositions 1.2 et 3.3) restent vraies dans le cas d’une variété plus
générale. Par contre, la proposition 2.6 et donc le corollaire 2.10 utilisent de manière
essentielle le fait que les fonctions propres de l’opérateur de Laplace sur le tore sont
uniformément bornées dans Lp par rapport à n, et ceci pour tout p. On pourra à ce sujet
consulter [AT] à propos du caractère nécessaire de cette propriété pour la proposition
2.6. Ainsi, la généralisation à d’autres variétés compactes, à commencer par la sphère,
n’est pas immédiate, puisqu’en général cette propriété est fausse. Le problème a été
étudié pour la sphère et pour d’autres variétés compactes sans bord M , par Burq et
Lebeau [BL], en utilisant une mesure de probabilité sur L2(M) différente de celle utili-
sée ici, basée sur un produit tensoriel de mesures définies sur des sous-espaces propres
de dimension bien choisie, et qui correspondent à une répartition uniforme de l’énergie
dans l’espace T ∗M pour la mesure de Liouville. Cette mesure de probabilité sur L2(M)
vérifie également des inégalités de concentration en norme Lp et elle est utilisée dans
[BL] pour montrer le caractère localement bien posé presque sûrement de l’équation
des ondes semi-linéaire, H1-sur-critique, en dimension trois (i.e. avec terme non linéaire
up, p > 5). Cette nouvelle probabilisation a également généré d’autres travaux. Ainsi,
de Suzzoni démontre dans [dS3] un résultat d’existence global presque sûr pour cette
mesure, pour l’équation des ondes cubiques sur la sphère S3, similaire à celui présenté
ici, et obtient un résultat similaire sur R3 grâce à la transformée de Penrose. Le cas de
R3 est également étudié dans [LM], à l’aide d’une mesure définie par la localisation en
Fourier sur des couronnes, donc plus proche de celle de [BT3].

Les idées de [BL] ont également été exploitées par Poiret, Robert et Thomann, qui
construisent une mesure sur L2(Rd) adaptée à l’oscillateur harmonique −∆ + |x|2, et
qui vérifie également des inégalités de concentration leur permettant de montrer un
résultat d’existence globale pour l’équation de Gross-Pitaevskii sur-critique{

i∂tu+ ∆u− |x|2u = ±|u|p−1u

u(0) = u0

où d ≥ 2 et où p ≥ 3 est un entier impair (voir [PRT1, PRT2]).
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De manière générale, l’obtention de résultats d’existence globale presque-sûrs pour
des équations de type Schrödinger non linéaires requiert l’utilisation de la méthode
de décomposition haute-basse fréquence de Bourgain mentionnée dans la section 1, à
cause du manque de régularisation de l’évolution libre. Ainsi, cette méthode est utilisée
par Colliander et Oh [CO] pour obtenir l’existence presque sûre, pour des mesures
gaussiennes sur Hs(T), pour l’équation de Schrödinger non linéaire (NLS) cubique 1-D
avec renormalisation de Wick, locale si s > −1/3 et globale si s > −1/12. Dans le même
ordre d’idées, Nahmod et Staffilani ont obtenu un résultat d’existence locale presque
sûr pour l’équation de NLS quintique périodique en dimension trois, sous la régularité
critique H1, à nouveau avec une renormalisation. La méthode a également été utilisée
pour obtenir des solutions globales faibles sur-critiques des équations de Navier-Stokes
[NPS] ou des ondes périodiques [BTT2].

Un défi important pour l’avenir sera de déterminer les propriétés qualitatives de la
mesure transportée par le flot. En particulier, cette mesure possède-t-elle une densité
par rapport à la mesure initiale ?

Enfin, rappelons pour terminer le lien essentiel qui existe entre les travaux mentionnés
ici et ceux qui concernent l’existence globale de solutions à l’aide des mesures de Gibbs.
En effet, même si l’accent est mis ici sur d’autres méthodes de globalisation, une des
motivations essentielles de [BT1] était de pouvoir obtenir l’existence locale de solutions
de (1) dans le support de la mesure invariante. Cette motivation prend ses origines
dans les travaux de Lebowitz, Rose et Speer [LRS] qui ont introduit la mesure de Gibbs,
invariante pour le flot de l’équation de Schrödinger non linéaire, puis de Bourgain [Bo1],
qui a formalisé, et utilisé cette mesure pour montrer l’existence globale de solutions
dans son support (voir aussi [Zh, Bo4]). L’expression formelle e−E(u)du de la mesure
de Gibbs (où E est le hamiltonien, ou énergie de l’équation) montre que, quand on
peut lui donner un sens, cette mesure est absolument continue par rapport à la mesure
gaussienne invariante pour le flot de l’évolution libre, qui s’exprime facilement sur une
base de fonctions propres de l’opérateur de Laplace associé à l’EDP considérée. Pour
l’équation de NLS considérée par Bourgain dans [Bo1], le support de la mesure de Gibbs
contient des fonctions de régularité sous-critique par rapport au scaling, permettant
ainsi d’utiliser la théorie locale classique, mais pour de nombreuses autres équations,
cette régularité est sur-critique, et nécessite d’utiliser des arguments similaires à ceux de
[BT1] pour l’existence locale. La classe des EDP hamiltoniennes possédant formellement
une telle mesure invariante est très vaste et ces travaux ont d’ores et déjà engendré une
quantité importante de généralisations, parmi lesquelles nous mentionnerons (pour les
résultats sur-critiques) [Bo2] pour l’équation de NLS périodique, [BTT1] pour l’équation
de Gross-Pitaevskii sur R, [BT2, dS1, dS2] pour les ondes semi-linéaires, et les très
récents travaux de Bourgain et Bulut [BB1, BB2, BB3, BB4] dont la partie existence
locale comprend des résultats largement sur-critiques.
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